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 الفصل الثاني

 

 حلها ائقوطر الأولىمعادلات تفاضلية من الرتبة 

(First order DE with solution methods) 

 

الخطية وغير الخطية : بأنواعها المختلفة  الأولىيتناول هذا الفصل المعادلات التفاضلية من الرتبة 

يعود .  الأمثلة لتوضيح الطريقةمن والإكثار  مع طرائق حلها... ، والتامةالمتجانسة وغير المتجانسةو

 :الى الأولىالفضل في تطوير طرائق حلول المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة 

  برنولى جاكوبي السويسري((Bernoulli  خلال الفترة)م4076 -4561)،  الذي ينتمي الى

لمنتهية واكتشف اشتهر بالاضافة الى المعادلات التفاضلية بالسلاسل غير ا. عائلة رياضية معروفة

سهم في أكما  .xtan الدالة ايجاد مفكوك سلسلة عندالذي يظهر عدد برنولي الإحداثيات القطبية و

ظهار ما توصل اليه إونظرية الاحتمالات، ويعود الفضل في ( Elasticity)تطوير نظرية المرونة 

 .( م4045 -4515) خلال الفترة (Leibniz) بنزبرنولي، وطريقته في حل معادلته التفاضلية، الى لاي

 

  الفرنسي اليكسز كليرت(Alexis C. Clairaut)  ولد في باريس  ،(م4056 -4041)خلال الفترة

سنة، ويعد أول من اكتشف الحل المنفرد  44صدر كتابه الأول في الرياضيات وهو في عمر أو

  .للمعادلة التفاضلية، تميز أيضاً في الفيزياء والفلك

 

 ريكاتي جاكوبي   الايطالي(Riccati) ت الذي اشتهر بالرياضيا ،(م4061 -4505) خلال الفترة

ن ألذي سبق ، العالم اوينسب اليه فضل تعريف الايطاليين بنظريات نيوتن. الفيزياء، وعلم النفسو

حاول حين المعادلات التفاضلية تطويرفي سهم أ وهو أيضاً قدجاء ذكره في مقدمة الفصل الأول، 

maF   تفسير الظواهر الفيزياوية لقانون نيوتن الثاني في الحركة    إن  حيث  F  القوة تمثل

mالثابت والجسم المؤثرة على  تمثل  tx)(إذا اعتبرنا  . تمثل التسارع a  إن  يمثل كتلة الجسم ، و 

v  المشتقةسرعة الجسم هي  إن  ، ف tموقع الجسم عند أي زمن  
at

dx
 التسارع هو   إن  و

a
dt

dv
 . قانون نيوتن الثاني إن  عليه  maF  ‏ ‏  :يصبح 

2

2

dt

xd
m

dt

dv
mmg  :   أي   

g
dt

xd


2

2

 يوه . تجاه الموجب هو نحو الأعلىهو التعجيل الارضي وان الا  g، حيث إن    

 .تفاضلية تهمنا كثيراً  تمعادلا
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 .الأولىبطرائق حل المعادلات التفاضلية من الرتبة  أن سنبدلآا 

 )es)ariablveparation of Sفصل المتغيرات    2.1
 

عملية تكامل  إجراءالتفاضلية من خلال  تنه يمكن الحصول على حل بعض المعادلاألقد شاهدنا سابقاً 

 .، في هذا البند سنحاول تطوير هذه الفكرةمباشرةً  طرفي المعادلة

  

 :ذات الصيغة الأولىلمعادلة التفاضلية من الرتبة ليقال  :2.1))تعريف ال

 (1.2)                                )()( yfxg
dx

dy
 

ها قابلة ل  .فصل المتغيراتبإن 

  الأولىالطرف الأيمن من المعادلة يحتوي على دالتين منفصلتين، الى كون تسمية لهذه السبب اليعود 

g   تحوي المتغير المستقلx    والثانيةf   تحوي المتغير المعتمدy .  سنميز حالتين: 

xkf)(:   تصبح (1.2) المعادلة التفاضلية ، أي أن  kكن تلو تةثابدالة  yf)(ت إذا كان 1.
dx

dy
 

cxFcdxxfky :  عملية التكامل نحصل على الحل وهو إجراءعندئذٍ ب   ، حيث )()(

 .ثابت التكامل وه  c إن  و( عكس المشتقة) محددغير  ناالتكامل ه إن  

 

:  الآتيةجد حل المعادلة التفاضلية  (:2) المثال
xe

dx

dy 3
2    

 : عملية التكامل نحصل على الحل إجراءب :الحل

cexcdxey xx   
33

3

1
2)(2 

لغرض التحقق من صحة  .مَعْلمََة واحدةبالحل يمثل عائلة حلول  ن  أإلى  كما أشرنا في الفصل الأول

 (.تحقق من ذلك)الحل، نشتق الحل فنحصل على المعادلة التفاضلية 

  

:  ةبتدائيالامسألة القيمة حل  جد (:2) المثال
3

1
)

2
(     ,3cos1 


yx
dx

dy
  

 :  عملية التكامل نحصل على الحل العام  إجراءب  :الحل

cxxcdxxy   3sin
3

1
)3cos1( 
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  بتدائيالاوعند التعويض بالشرط 
3

1
)

2
( 


y  نحصل على: 

cc 
3

1

2
)

2
(3sin

3

1

23

1 
 

إذاً    
2


c    الحل الخاص هو إن  وعليه:       

2
3sin

3

1 
 xxy   ، 

 ؟تحقق من صحة الحل

 

 :ها بالصيغةتيمكن كتاب (4.2)، فعندئذٍ المعادلة yأي دالة بالمتغير  غير ثابتyf)(إذا كان  .2

     (2.2                              )dxxg
yf

dy
 )(

)(
 

 :تكامللعملية ا إجراءوب

   cdxxg
yf

dy
 )(

)(
 

 .مَعْلَمَة واحدةنحصل على  عائلة المنحنيات ب

 

 :اتملاحظ

 :استخدمنا تعريف المفاضل، أي (2.2)الى المعادلة  (2.4)نتقال من المعادلة لاعند ا  (ا) 

.dxyfxgdx
dx

dy
dy  )( )( )(  

الى الطرف الأيمن   cيمكن إضافة ثابت التكامل  ،(2.2)عملية التكامل على المعادلة  إجراءعند ( ب)

، لنتفق على ياً في جميع الاحتمالات يكون الناتج متساو. أو الى الطرف الأيسر أو الى كلتا الطرفين

 . xضافة الثابت الى الطرف الذي فيه المتغير  إ

 

     :حل المعادلة التفاضلية الآتية (:1) المثال
y

x

dx

dy
 

xdxydy :نحصل علىففصل المتغيرات، بنبدأ  :الحل   ،عملية التكامل  نحصل على إجراءثم ب: 

   cdxxdyy ،أي: 
222

2

1

2

1

2

1
cxy   ومنها نحصل على عائلة المنحنيات: 

222 cyx  . نقطة الأصل ونصف قطرهاوهي عبارة عن عائلة دوائر مركزها c. 
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  خذنا الثابتأالسابق  المثالفي : ملاحظة
2

2

1
c  هو مناسب، بالطبع لامانع من اختيار الثابت حسب ما 

 .ن يؤدي الاختيار الى تبسيط المعادلةأشريطة 

 

:     حل المعادلة التفاضلية (:1) المثال
12 


x

xy

dx

dy
 

 :عملية فصل المتغيرات نحصل على إجراءب :الحل
12 


x

xdx

y

dy
: التكامل، نحصل على إجراءوب،  

cxy ln)1ln(
2

1
ln 2  ،مَعْلمََة واحدةبعائلة الحلول  عملية التبسيط نحصل على إجراءوب: 

12  xcy 

 

. عائلة الحلوللا ينتمي الى ولكنه  (1) المثالأيضا حل للمعادلة التفاضلية في  هو  0y  ن  أنلاحظ 

 .حل منفرد للمعادلة التفاضلية 0y إذن

 

42:     حل المعادلة التفاضلية (:6) المثال  y
dx

dy
 

dxفصل المتغيرات نحصل على  إجراءب :الحل
y

dy


 42
التكامل بالكسور الجزئية عملية  إجراءوب ،

  :يكون لدينا 





dxdy
yy

 ]
22

[ 4
1

4
1

  :المعادلة نحصل علىمنها و  

 22ln
4

1
2ln

4

1
cxyy  ، 

142ln2ln  :تؤول الى  1وبضربها بالعدد  cxyy     21  إن  حيث 4cc   ومنها ،

14 :نحصل على
2

2
ln cx

y

y





أو       

xcx
cee

y

y 44 1

2

2




 
1cec  ن  إحيث   . 

(:  مَعْلمََة واحدةبإذاً حل المعادلة هو عائلة المنحنيات 
1

1
( 2

4

4

x

x

ce

ce
y




. 
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يمكن الحصول عليه  حيثصة الحلول الخاه أحد أي  أن  ، ينتمي الى عائلة الحلول  2yنلاحظ أن  

 .0cعندما تكون  

.  2yبحيث نحصل على  cولا يوجد قيمة للثابت  لا ينتمي الى عائلة الحلول   2yلكن  

 .هو حل منفرد 2yإذاً 

يعود الى الطرف الأيمن للمعادلة التفاضلية المعطاة والتي فيها   2yيارنا الحلين سبب اخت إن  

2y  (.تحقق من ذلك)يحققان صحة المعادلة التفاضلية 

 

)( 2sin cos, )0(0: ةبتدائيالاحل مسألة القيمة  جد (:5) المثال 2  yxe
dx

dy
xye yy 

 

)cos(لقسمة على  عملية ا إجراءب :الحل xe y
 :نحصل على لفصل المتغيرات، 

dx
x

x
dy

e

ye
y

y

cos

2sin2




 

xxx :نونوباستخدام القا cossin22sin   نحصل علىتبسيط المعادلةو ،: 

dxxdyyee yy  sin2)(  
 

 :لىلطرف الايسر نحصل علالتكامل بالاجزاء ستخدام الطرفين ولعملية التكامل  إجراءوب 

cxeyee yyy   cos2 

)0(0 بتدائيالاوبالتعويض بالشرط . تفاضليةالللمعادلة  مَعْلمََة واحدةبوتمثل عائلة حلول  y ،

 :إذاً الحل الخاص هو. 4cنحصل على 

4cos2   xeyee yyy
. 

 

 ( onsquatierential ediffHomogenous) المعادلات المتجانسة   22.

هنا اصطلاح التجانس . قبل البدء بالتعرف على المعادلات المتجانسة، دعنا نعرف الدالة المتجانسة

 (.4.1.1)بند اليختلف عن ذلك الذي استخدم في الفصل الأول 

 

),(لدالة ليقال (: 2.2)تعريف ال   yxf من الدرجة  متجانسةm ،حيث  m إذا وفقط   ،عدد حقيقي

),(),( :حققت الشرط الآتيإذا  yxfttytxf m 
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 (:4) المثال

 

yxyxf: الدالة  ),(   ن  ، لإ4متجانسة ودرجة التجانس هي:  

),()(),( yxtfyxttytxtytxf  

  (:2) المثال

yxyxf:  الدالة ),(   متجانسة ودرجة التجانس هي
2

1
 :ن  ، لإ

),()(),( 2

1

2

1

yxftyxttytxtytxf  

 (:1) المثال

yxyyxf: الدالة  ),(  ن  غير متجانسة، لإ:  

),()())((),( 2 yxftyxyttyxyttytytxtytxf mm  

 . mلإي عدد 

  (:1) المثال

: الدالة
yx

yx
yxf




),(  ن  ، لإ7ة ودرجة التجانس هي متجانس:  

),(
)(

)(
),( yxf

yx

yx

yxt

yxt

tytx

tytx
tytxf 














 

 

 :ذات الصيغة الأولىلمعادلة التفاضلية من الرتبة ليقال  (:2.3)تعريف ال

     (2.1            )            0),(),(  dyyxNdxyxM 

ها إب ),(ين  عاملمكان كل من ال إذا وفقط إذامتجانسة ن  yxM و),( yxN ولهما درجة  اً متجانس

  .التجانس نفسه

 

، فعندئذٍ mمتجانسة ودرجة تجانسها  (2.1)ذات الصيغة  الأولىإذا كانت المعادلة التفاضلية من الرتبة 

 :لإيجاد حلهان اهنالك طريقت

 

ّ  : الأولىالطريقة  .4 uxy   نفرض أن   ،   ومنها نحصل علىxduudxdy  

  :نحصل على (2.1)وبالتعويض في المعادلة 
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0))(,(),(  xduudxuxxNdxuxxM 

 :فعندئذٍ نحصل على. mن من الدرجة اين متجانسعاملمال ن  أوبما 

0))(,1(),1(  xduudxuNxdxuMx mm
 

وبالقسمة على 
mx تبسيط نحصل على إجراءو: 

0),1( )],1(),1([  duuxNdxuuNuM 

يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات التي تناولناها في البند  ،الأولىوهي عبارة عن معادلة من الرتبة 

 :المعادلة تصبح أي  أن  ، الأول

0
),1(),1(

),1(





uuNuM

duuN

x

dx
 

vyx   نفرض أن  : الثانيةالطريقة  .2  ، على   ومنها نحصلydvvdydx  

عادلة من م نحصل علىوالتبسيط واتباع الخطوات في الطريقة السابقة  (2.1)وبالتعويض في المعادلة 

 .يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات ،الأولىالرتبة 

 

ية؟ ستخدم الطريقة الثاننومتى  الأولىمتى يمكننا استخدام الطريقة : هنا يمكن توجيه السؤال الآتي

تناول الأمثلة،  دالجواب الشافي يستنتج بع ؟وهل يمكن استخدام الطريقتين للحصول على النتيجة نفسها

والفرضية  ،الفرضية الصائبة تؤدي الى تبسيط المعادلة والحصول على الحل ن  إمع هذا يمكن القول 

 فيهما مثلة يمكنبعض الأ نلاحظ أن  كما س. الخاطئة تعقد المسألة ولا يمكن الحصول على الحل

 .استخدام كلتا الفرضيتين والحصول على النتيجة نفسها

 

)()(0حل المعادلة التفاضلية الآتية     (: 6) المثال 222  dyxyxdxyx 

),()(: ينعاملمال ن  أمن الواضح  :الحل 22 yxyxM   وxyxyxN  ن امتجانس ),(2

uxy   ن  أنفرض . 2درجة التجانس هي  ن  أو  ،   ومنها نحصل علىxduudxdy   ،

  :وبالتعويض في المعادلة نحصل على

0))(()( 2222  xduudxxuxxdxuxx 

)1()1(0  :وبالتبسيط نحصل على 22  duuxdxux    وبالقسمة على
2x تبسيط  إجراءو

0: حلها بطريقة فصل المتغيراتنحصل على معادلة تفاضلية يمكن 
1

1






x

dx
du

u

u
 إجراء، وب  

 :عملية القسمة الطويلة أو التحليل نحصل على
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0)
1

2
1( 




x

dx
du

u
 :عملية التكامل نحصل على إجراءوب 

cxuu lnln1ln2  

وبالتعويض عن  
x

y
u  في المعادلة السابقة، نحصل على: 

cx
x

y

x

y
lnln1ln2  

 :وباستخدام خصائص الدالة اللوغاريتمية، نحصل على
cx

yx

x

y 2)(
ln


   ،  الحل هو أي  أن: 

x

y

cxeyx  2)(. 

vyxأعد حل السؤال باستخدام الفرضية الثانية   ثم قارن بين الحلين ،. 

 

)(0ة الآتية     حل المعادلة التفاضلي(: 5) المثال  dyxyxydx 

yyxM: ينالمعامل ن  أمن الواضح  :الحل ),(  وxyxyxN ),( درجة  ن  أن وامتجانس

vyx   نفرض أن  . 4التجانس هي   ،   ومنها نحصل علىydvvdydx  

)())((0 :لىوبالتعويض في المعادلة نحصل ع  dyyvyvyydvvdyy 

)(0  :حصل علىختصارنوبالا  dyvvydvvdy  نحصل على معادلة تفاضلية  منهاو

  :يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات، الأولىمن الرتبة 
v

dv

y

dy
 عملية التكامل نحصل  إجراءوب

vcy :على 2lnln   ،  وبالتعويض عن
y

x
v  واستخدام خواص  في المعادلة السابقة

 :نحصل علىاللوغاريتمات، 

2/1

2ln 









y

x
cy . 

:  الحل هو أي  أن  
y

x

ecy
2

. 
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vyxالفرضية الثانية  المثاللقد استخدمنا في هذا : ملاحظة   حدود وبعد  أربعةفحصلنا على

uxy  الأولىفي حين لو استخدمنا الفرضية . صبحت حدين اثنينأار الاختص   خمسةلحصلنا على 

 (.الأولىجرب الفرضية )هي الصحيحة الفرضية الثانية  أن  حدود، مما يشير الى 

 

)cot(0  (:0) المثال  xdydx
x

y
xy

),()cot(: ينالمعامل ن  أمن الواضح  :الحل
x

y
xyyxM   وxyxN ),( ن  أن وامتجانس 

uxy   نفرض أن  . 4درجة التجانس هي   ،   ومنها نحصل علىxduudxdy    وبالتعويض

  :في المعادلة نحصل على

0)()cot(  xduudxxdxuxux 

 :الاختصار، نحصل على إجراءو xوبالقسمة على  
x

dx

u

du


cot
أي أن   ، 

x

dx
duu  tan، 

cxu :عملية التكامل نحصل على إجراءوب lnlncosln  ،  وباستخدام خواص

 :الحل هو ن  أبما يساويها، نجد   uيض عن واللوغاريتمات، والتع

.sec cx
x

y
 

 

 : ملاحظات

لثابت التكامل، فهي لتسهيل المعادلة  clnاستخدمنا الصيغة السابقة  ةنلاحظ في الأمثلة الثلاث ( أ)

 .وليست قاعدة عامة

vyxيمكن استخدام الفرضية الثانية   (0) المثالفي  ( ب)   ولكن الحل يصبح أصعب مقارنة

 . لسابقبالحل ا

المعادلة هي ليست  ن  أعادة نلجأ الى حل المعادلة المتجانسة بالطريقة السابقة بعد التأكد من  ( ت)

ن تكون المعادلة فصل متغيرات ومتجانسة في الوقت نفسه، في هذه ألأنه من المحتمل . فصل متغيرات

 .الحالة نفضل حل المعادلة بطريقة فصل المتغيرات

 

)(0,     )1(0  (:8) المثال  ydyxedxyex x

y

x

y
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   نفرض أن  . (أختبر ذلك)  4 درجة التجانس هي ن  أن وامتجانس ينالمعامل ن  أمن الواضح  :الحل

uxy  ،   ومنها نحصل علىxduudxdy   ،بعد قسمة طرفي  التعويض في المعادلةب

)1()(0, :نحصل على ، xالمعادلة على    xduudxedxue uu
التبسيط  إجراءبعد  . 

due :نحصل على معادلة يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات
x

dx u عملية التكامل  إجراءب، و

x  :بما يساويها، نحصل على الحل العام  uوالتعويض عن  

y

ecx ln. 

)1(0  بتدائيالا، وبعد التعويض بالشرط واحدة مَعْلمََةبالحل يمثل عائلة حلول ذا ه إن   y  نحصل

 :هو ةبتدائيالاعندئذٍ يكون حل مسألة القيمة . 1c:  على قيمة الثابت

                                                             x

y

ex 1ln 

 

 ( quationseExact) ةمالمعادلات التا   2.3

فصل من نوع نه اذا لم تكن المعادلة أبل البدء باعطاء التعريفات والطريقة، نود الاشارة هنا الى ق

كون المعادلة تامة أم لا ونطبق الطريقة التي هي  فعندئذٍ نجري اختبار ،متغيرات وليست متجانسةال

 الجزئي لدالة بمتغيرين الاشتقاق الطالب إتقانهنا لا بد أن نؤكد على . ر نقاشنا في هذا البندمحو

الذي  من  الآتي المثالسنبدأ باعطاء . قة لهافوالأساسيات المرا (Differential)المفاضل  إجراءو

 :التي سنستخدمها عن نوع المعادلة والطريقة اً بسيط اً خلاله نولد تصور

 

0:    المعادلة التفاضلية حلاستنتج  :(4) المثال ydxxdy 

cxy: الحل هو ن  أبسهولة نلاحظ  :الحل   إن  ، حيث  c  مفاضل الحل هو ن  لإ، اختياريثابت :

0)(  dcydxxdyxyd . دالة  إذا كان الحل من نمط: الآتيةأي استخدمنا القاعدة

zyxfبمتغيرين  ),( المعادلة التفاضلية التي تقابل الحل هي إن  ف: 

     (2.1                          )dzdy
y

f
dx

x

f










 

cyxfإذا كان  : كحالة خاصة ),( 0   إن  ف








dy

y

f
dx

x

f
. 

xyyxf:  السابق الدالة هي المثالفي  ),(إن  و  cz  .اختبر ذلك؟ 
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cyxyx:  المعادلة التفاضلية التي تقابل الحل جد (:2) المثال  32 5 

 :، نحصل على المعادلة التفاضلية(2.1) معادلةالمفاضل على الحل وتطبيق ال إجراءب :الحل

.0)35()52( 2  dyyxdxyx 

 

 (المعادلة التامة)   (:2.4)تعريف ال

dyyxNdxyxM:   العبارة التفاضلية إن  يقال  ),(),(    في منطقة  تامةD  المستوىمن- xy 

),(دالة   وجدتإذا  yxf  معرفة علىDبحيث ،: 

dyyxNdxyxMyxdf ),(),(),(  

 :الأولىالرتبة  ويقال للمعادلة التفاضلية من 

     (2.6)                                                  0),(),(  dyyxNdxyxM 

),(مقابلة للدالة  هي عبارة تفاضلية تامة (2.6) المعادلة تامة اذا كان الطرف الأيسر منها أن  ب yxf. 

cyxf :ويكون حلها عندئذٍ  ),( ،    حيث إنc  ثابت. 

 

02332التفاضلية  المعادلةكون تحقق من  (:1) المثال  dyyxdxyx ثم جد حلها إن كانت تامة ،

 :  تامة

(. :يحققالطرف الأيسر من المعادلة  ن  نعم هي تامة لإ :الحل
3

1
( 233233 dyyxdxyxyxd  

:   وتقابلها الدالة، عبارة تفاضلية تامة هاأي  أن  
33

3

1
),( yxyxf   ، ويكون حل المعادلة

cyx :التفاضلية في هذه الحالة 33

3

1
  . 

 :ن  أنجد  ،(2.6)والمعادلة  (1) المثالجرينا مقارنة بين المعادلة التفاضلية في أا إذ: ملاحظة

32),( yxyxM  إن  و 
23),( yxyxN  ، إن  ومنها نجد: 

x

N
yx

y

M








 223 

 

 .تامةالتامة من غير الالآن سنعطي اختباراً من خلاله نميز المعادلة التفاضلية 
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),(ليكن  (:2.4) المبرهنة yxM  و),( yxN  دالتين متصلتين ولهما مشتقات جزئية متصلة على

)},(:,  {  منطقةال dycbxayxD . 

dyyxNdxyxMعندئذٍ تكون العبارة التفاضلية  ),(),(   تامة إذذا تحقق الشرط الآتي: 

     (2.5)                                                 
x

N

y

M









 

 

),(الدالتين  ن  أنفرض  :البرهان yxM  و),( yxN بالنسبة ن ولهما مشتقات جزئية متصلة امتصلت

بوصفه تمريناً ، ونترك الجزء الثاني (الشرط اللازم)الأول  ءسنكتفي باثبات الجز. yو    xالى 

 .للقاريء

dyyxNdxyxMإذا كانت العبارة التفاضلية   ),(),(   امة، عندئذٍ لكل تx   فيD دالةوجد ت 

f حققت: dy
y

f
dx

x

f
dyyxNdxyxM









 ‏  أي  أن    ، ),(),(

x

f
 ),(



yxM  و

‏ 
y

f
 ),(



yxNالجزئي نحصل على الاشتقاق إجراء، وب: 

x

N
 )

y

f
(‏ ) 

x

f
 (

22






































xyx

f

xy

f

yy

M
 . 

),(كون الدالتين  ن  إ yxM  و),( yxN  متصلتين ولهما مشتقات جزئية متصلة يضمن لنا استخدام

(  :الجزئي وهي الاشتقاقخصائص  ىحدإ
y

f
(‏ ) 

x

f
 (


















xy
. 

 :المعادلة التامة طريقة حل

 (:2.6) التامة في حل المعادلة التفاضلية الآتيةنتبع الخطوات 

),(‏ :  من الدالتين نحدد كلاً  .4 yxM  ‏ و),( yxN 

 ، في حالة كون المعادلة تامة نستمر(2.5)بتطبيق القاعدة أم لا  نختبر المعادلة التفاضلية تامة .2

‏ :الصيغة الأولىنستخدم  .1
x

f
 ),(



yxM   ‏ :الصيغة الثانيةأو

y

f
 ),(



yxN، إجراءبو 

 :ن  أنجد  و إضافة ثابت التكامل عملية التكامل

     (2.0          )  )(),( yMdxyxf     أو  )(),( xNdyyxf  
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  yثابت بالنسبة الى    x)(  إن  ،  وyومتغير بالنسبة الى   xثابت بالنسبة الى   y)( إن  حيث 

 xومتغير بالنسبة الى 

 :، نحصل علىxالثانية بالنسبة الى الصيغة أو   yبالنسبة الى   الأولى الصيغة نشتق .1

‏   )(),(  yxNyMdx
yy

f










   أو ),()( yxMxNdy

xx

f










  

  :أي  أن  



  ),()( Mdx

y
yxNy    أو




 Ndy

x
yxMx ),()( 

 x)(أو     y)(:  ثابت التكامل عملية التكامل، نحصل على إجراءوب .6

 .نحصل على الحل (2.0)ما يساويهما في المعادلة ب x)(أو     y)(ثم نعوض عن  .5

 

2)1(0:  المعادلة التفاضليةجد عائلة حلول  (:1) المثال 2  dyxxydx   ثم تحقق من صحة

 .الحل

xyyxM:  ن  أمن الواضح  :الحل 2),(   1و),( 2  xyxN ومنها نحصل على ،: 

                                           
x

N
x

y

M









2 

),(دالة  يضمن وجود  (2.4) الشرط الكافي للمبرهنة .المعادلة تامة أي  أن   yxf تحقق: 

xy2
x

f
 



-1‏ و     

y

f
 2x



 

 :نحصل علىعملية التكامل،  إجراء، وبالأولىالصيغة من 

)()(2),( 2 yyxyxydxyxf    

 :، نحصل علىyالمشتقة الجزئية بالنسبة الى  إجراءوب

‏  )(),(1 22 



xyxNyx

y

f
 

)(1: أي  22  xyx   1،ومنها نحصل على)(  y  وبالتاليyy )(. 

cyyxyxf:  إذاً الحل هو   :الصريحالحل ل على ومنه نحص. ),(2

12 


x

c
y. 
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cyyx :على الحل (2.1)معادلة بتطبيق ال: التحقيق 2
اختبر )نحصل على المعادلة التفاضلية  ،

 (.ذلك

 

 :ةبتدائيالامسألة القيمة حل جد  (:6) المثال

 2)1( ,13)52( 2243  yyx
dx

dy
yyx 

),(13:  ن  أمن الواضح  :الحل 22  yxyxM  و
43 52),( yyxyxN   ومنها نحصل ،

 :على

                                           
x

N
yx

y

M








 26 

),(وجد دالة  ت، فالمعادلة تامة أي  أن   yxf تحقق: 

y3 ‏1
x

f
 22 



x     5‏ وy-y2

y

f
 43x



 

 :عملية التكامل، نحصل على إجراء، وبالأولى الصيغة من

)()()13(),( 2322 yxyxydxyxyxf    

 :، نحصل علىyالمشتقة الجزئية بالنسبة الى  إجراءوب

433 52),()(2 yyxyxNyyx
y

f





 

:  أي  أن  
45)( yy  فعليه  

5)( yy .  ًإذا   
523),( yxyxyxf   

cyxyx :هو العام الحلذلك يكون وب  523
)1(2 بتدائيالاوبالتعويض بالشرط .  y  نحصل

 :الحل الخاص هو إن  وعليه . 27cعلى  

27523  yxyx. 

 

)(1 إن   (1) لمثاللاحظنا في ا: ملاحظة  y إن   (6) لمثالوفي ا 
45)( yy  .  أي  أن 

)(y دالة لا تحتوي على  x  ،أي تحتوي على  y  وكذلك . تةثاب تكون دالة فقط أو)(x  يجب

 .فقط أو تكون دالة ثابتة  xي على  ، أي تحتو yأن لا تحتوي على  

 



 49 

 :حل المعادلة التفاضليةجد  (:5) المثال

                    0)2cos2()cos( 22  dyyxyxxedxxyye yy
 

  :ن  أمن الواضح  :الحل

 xyyeyxM y cos),( 2    و  yxyxxeyxN y 2cos2),( 2 ، 

 :ومنها نحصل على 
x

N
xyxyxye

y

M y









cossin2 2

 عندئذٍ . المعادلة تامة أي  أن  ،  

),(وجد دالة  ت yxf تحقق: 

cos‏
x

f
 2 xyye y 



2cos2‏  و       

y

f
 2 yxyxxe y 



 

 :عملية التكامل، نحصل على إجراء، وبالثانية صيغةال من

)(sin

)()2cos2(),(

22

2

xyxyxe

xdyyxyxxeyxf

y

y







 
 

 :، نحصل علىxالمشتقة الجزئية بالنسبة الى  إجراءوب

xyyeyxMxxyye
x

f yy cos),()(cos 22 



 

)(0:  أي  أن    x فعليه  cx )( .  ًعائلة الحلول بمتغير واحد هيإذا: 

. cyxyxe y  22 sin 

 

 تامةالطريقة مختصرة لحل المعادلات التفاضلية 

  :نفة الذكر و هو كالآتيالآطريقة حل المعادلة التامة على وجود أسلوب مختصر مبني إلى نود الإشارة 

),(),(0لتكن المعادلة التفاضلية   dyyxNdxyxM  يها هولحلعائلة فإن . تامة : 

cII   حيث يتم إجراء التكامل، 21 dxyxMI ، xرثابتاً بالنسبة للمتغي yبإعتبار 1),(

إجراء التكامل و dyyxNI  .، أو بالعكس xبإهمال كل حد يحوي المتغير 2),(

    .يعيد الطالب حلهالالأخرى بالطريقة المختصرة و نترك الأمثلة  السابقنعيد حل المثال 

 :بالطريقة المختصرة( 5)حل المثال 

 لة التفاضلية التامةلدينا المعاد

 0)2cos2()cos( 22  dyyxyxxedxxyye yy
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  نحسب   xثابتاً بالنسبة للمتغير yبإعتبار

xyxedxxyyedxyxMI yy sin)cos(),( 22

1    

 نحسب xبإهمال كل حد يحوي المتغير و

2

2 2),( yydydyyxNI   

cIIومنها نحصل على عائلة الحلول    cyxyxe، أي  21 y  22 sin . 

  

 :قبل إختتام هذا البند نثير التسائل الآتي

 المثالإذا لم تكن المعادلة تامة، هل بالامكان تحويلها الى معادلة تامة؟ هذا ما سنحاول القيام به في 

  .القادم

)1(0:  ة التفاضليةحل المعادل (:0) المثال  dydx
x

y
 

 :ن  المعادلة التفاضلية بوضعها الحالي ليست تامة، لإ أن  من الواضح  :الحل

x

y
yxM 1),(     1و),( yxN 0   إن  ، و

1











x

N

xy

M
 

)(0   :المعادلة تصبح إن  ، فxالمتغير لكن إذا ضربنا طرفي المعادلة ب  xdydxyx 

 .(تحقق من ذلك) وهي معادلة تامة 

الى معادلة تامة من خلال ضربها بدالة  كل معادلة تفاضلية غير تامة ، هل بالامكان تحويلالسؤال الآن 

اخرى لا  وفي احيانٍ   ى معادلة تامةحياناً يمكن تحويل المعادلة غير التامة الأفي الحقيقة، معينة؟ 

 Integrating) "المكامل عامل" بـ الدالة  هذه تسمى. هذا ما سنحاول القيام به في البند القادم. يمكن 

factor)  ـب ويرمز لها )(x  إذا كانت تعتمد علىx ـفقط أو ب )(y كانت تعتمد على  إذاy  فقط. 

 

 ( quationseLinear) خطيةالمعادلات ال 2.1

ذات  (4.1.1)التي سبق ان تناولناها في البند ، والأولىتأمل المعادلة الخطية غير المتجانسة من الرتبة 

 :الصيغة

     (2.8                             ))()( xfyxp
dx

dy
 

)(0من  كلاً  إن  يث ح xp    و)(xf   دالة تعتمد على المتغير المستقلx.  0إذا كانت)( xp  

سنناقش  (.2.1)تناولناها بالتفصيل في البند  أنتصبح معادلة فصل متغيرات سبق  (2.8)المعادلة  إن  ف

 .ةمعادلة الخطية في حالة كونها متجانسة ثم في حالة كونها غير متجانسحل ال
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  quationseinear l(Homogenous )المعادلات الخطية المتجانسة    2.4.1

)(0إذا كانت الدالة  xf  وصيغتهاةفعندئذٍ تدعى معادلة خطية متجانس (2.8)في المعادلة ،: 

     (2.2)                                                          0)(  yxp
dx

dy
 

 :يأت، كما يمكن حلها بطريقة فصل المتغيراتيو

dxxp
y

dy
)( 

: عملية التكامل، نحصل على إجراءوب   1)(ln cdxxpy .  وباستخدام خواص

 :اللوغاريتمات والتبسيط، نحصل على الحل

     (2.47                )             
dxxp

c cey
)(

 

1cec إن  حيث    اختياريثابت. 

 

03:     حل المعادلة التفاضلية (:4) المثال  y
dx

dy
 

 : الحل هو (2.47)فحسب المعادلة  المعادلة خطية متجانسة، ن  أبما  :الحل

 
xcecey xdx

c       ,33
 

)9(0:     حل المعادلة التفاضلية  (:2) المثال 2  xy
dx

dy
x 

المعادلة خطية متجانسة فيها   ن  أبما  :الحل
9

)(
2 


x

x
xp الحل هو (2.47)، فحسب المعادلة : 

3x  3 أو      ,
92

9ln
2

1

9

2
2

x
x

c
cecey

xdx
x

x

c 








 

هاتين تدعى كل من  ،الحل يصبح دالة غير متصلة إن  ف، 3x  أو  x  3ه عندما  نلاحظ أن  

 .للمعادلة التفاضلية" منفردة ةنقط" ـالنقطتين ب

 

 )quationseinear lous eomogenNonh )المتجانسة غيرالخطية  المعادلات 2.4.2
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)(0إذا كانت الدالة  xf  ةداعإ تم وإذا، ةمتجانسغير عندئذٍ تدعى معادلة خطية ف (2.8)في المعادلة 

 :لتصبحكتابة صيغتها 

     (2.44                     )0)}()({  dxxfyxpdy 

)(0 :ن  فهي غير تامة، لإ 









x

N
xp

y

M
بعامل المكامل  (2.44)الآن نضرب المعادلة .  

)(x لتصبح تامة، فنحصل على : 

0)}()(){()(  dxxfyxpxdyx  

 فإن  المعادلة السابقة تامة، وحيث 
x

N

y

M









:  منها نحصل على ، 

dx

xd
xpx

)(
)()(


  ،  أي

: أن  
)(

)(
)(

x

xd
dxxp




عملية التكامل واستخدام خواص اللوغاريتمات نحصل على إجراء، وب: 

     (2.42                             )
dxxp

ex
)(

)( 

 .كاملمالذي يمثل عامل ال

 :نحصل على ،بعامل المكامل (2.8)المعادلة غير التامة  ناضربفإذا 

 
dxxpdxxpdxxp

exfyexp
dx

dy
e

)()()(
)()( 

:              أي  أن  
 

dxxpdxxp
exfye

dx

d )()(
)()( 

 :عملية التكامل نحصل على إجراءوب

cdxexfye
dxxpdxxp

 


)()(
)( 

 :ومنها نحصل على الحل العام للمعادلة الخطية غير المتجانسة

     (2.41)          
  

dxxpdxxpdxxp
cedxexfey

)()()(
)( 

 

pc  الحل العام  نلاحظ أن   yyy    يقسم الى قسمين: 

  :القسم الأول. 4


dxxp

c cey
)(

 "ةالمتمم الةدال"أو   "ةالمكمل دالةال" ـويدعى ب،  

(Complementary function) ، حل المعادلة  وهو (2.47)في المعادلة  هناقسبق أن اشتقوالذي

 .مساوياً الى الصفر  xf)(اعتبار ، ب(2.2)التفاضلية الخطية المتجانسة 
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dxexfey :  القسم الثاني.  2
dxxpdxxp

p



)()(

 "الحل الخاص" ـ ، ويدعى ب )(

(Particular solution)(حقق ذلك) ،(2.8)المتجانسة أحد الحلول الخاصة للمعادلة غير ، وهو. 

  :اتملاحظ

تدعي  (2.8)للمعادلة الخطية غير المتجانسة  (2.41)هنالك طريقة ثانية للوصول الى الحل العام  .4

عند  خامسال سنستخدمها في الفصلو (Variation of parameters) اتمَ لَ عْ المَ ( تبديل) تغيير طريقة

 .يجاد حل معادلة من الرتبة الثانيةإ

الدالة المكملة والحل  ايلسنتناول في الفصل الرابع عند دراستنا المعادلات التفاضلية برتب ع .2

 .الخاص بالتفصيل مع دراسة خواصهم

 

63:    حل المعادلة التفاضلية   (:1) المثال  y
dx

dy
 

المكامل   عاملنجد  :الحل
xdx

eex 33
)( 

  ، نضرب المعادلة بعامل المكامل فنحصل علىثم: 

xxx eye
dx

dy
e 333 63     ،  أي  أن  :

xx eye
dx

d 33 6)(    ،ومنها نحصل على: 

cecdxeye xxx  


333 26 

وبضرب المعادلة ب  
xe3

 :نحصل على الحل العام    xcey x     ,2 3
 

 :ن  أباعتبار  مباشرةً  (2.41) معادلةالسابق باستخدام ال المثاليمكن حل  :طريقة ثانية للحل

3)( xp    6و)( xf وبتطبيق القانون نحصل على الحل: 













xce

ce
e

ecedxeey

x

x
x

xdxdxdx

   ,2   

)
3

(66

3

3
3

3333

 

: يهدالة المكملة ال
x

c cey 3 حتوي على الثابت ت انهأ ها، ومن خواصc  حقق صحة القسم تو

)(0المتجانس من المعادلة التفاضلية، أي عندما   xf إن  ، و  

 .ويحقق صحة المعادلة الأصلية cلا يحتوي على الثابت   2py:  الحل الخاص هو

 

:   حل المعادلة التفاضلية الآتية (:1) المثال
xexy

dx

dy
x  53     ، x0 

 :غير متجانسة الأولىنحصل على معادلة خطية من الرتبة  xبالقسمة على   :الحل



 44 

xexy
xdx

dy  43
 

فيها   و   
x

xp
3

)(      و
xexxf  ، متصلان على الفترة  )(4 x0. 

عامل المكامل     نحسب 
3ln3

3

)( 






xeex x
dx

x   لكلx0  نضرب المعادلة ، ثم

 :بعامل المكامل فنحصل على
xxeyx

dx

dy
x   43 : أي  أن   3

xxeyx
dx

d  )( 3
 

  :نحصل على لاجزاء باستخدام التكامل باو

cexecdxxeyx xxx  


3

 

  ـوبضرب المعادلة ب
3x   نحصل على الحل العام: 

.  xcxexexy xx 0    ,334 

 :ن  أنلاحظ هنا  :ملاحظة

: الدالة المكملة هي
3cxyc   ،الحل الخاص هوو  :xx

p exexy   34. 

 (.2.41) معادلةباستخدام ال لالمثاأعد حل 

 

 : الآتية ةبتدائيالامسألة القيمة لحل  (2.41)استخدم القانون  (:6) المثال

  4)0(    ,  yxy
dx

dy
 

)(1: ن  ألحل المعادلة التفاضلية، باعتبار ( 41)نستخدم القانون  :الحل xp    وxxf )( ن ادالت

),(على الفترة  ن امتصلت وبتطبيق القانون نحصل على الحل ،: 

xxxxx

xxxdxdxdx

cexceexee

cedxxeecedxxeey







 

1)(   
 

 :الحل العام للمعادلة هو أي  أن  
xcexy  1   ، x. 

 5c، نحصل على قيمة الثابت  y )0(4 بتدائيالاالشرط بوبالتعويض 

  :دلة هواإذاً حل المع
xexy  51   ، x. 

),(   )0(0:   معادلة التفاضلية الآتيةلل متصلاً  حلاً جد (:  5) المثال  yxfy
dx

dy
 :إن  ، حيث  



 43 

1,0

10,1
)(  










x

x
xf 

]0,(ريف على الفترة  ثنائية التع fالدلة  :الحل    1ومتصلة باستثناء النقطةx . عليه سنقسم

 .ةونجد حل كل قسم على حد ،قسمين علىالمعادلة 

10نأخذ فترة التعريف   .4  x  1,   )0(0 :، عندئذٍ تصبح المعادلة  yy
dx

dy
 ، 

 ، حلها هو  (IVP) ةبتدائيالاة القيمة وهي عبارة عن مسأل 
xecy   معادلةاستخدم ال. 11

)0(0  بتدائيالاوبالتعويض بالشرط ،  لإيجاده (2.41) y    11نحصل على c  ويكون الحل

  :هو
xey 1. 

0 ، عندئذً تصبح المعادلة1xنأخذ فترة التعريف  .2 y
dx

dy
وحلها هو    

xecy  2. 

:          إذاً دالة الحل هي
1,

10,1

2

 













xec

xe
y

x

x

 

 :ن  أالآن من اجل اتصال الحل نفرض 








1

1)1()(lim 1

x

eyxy
 

:  أي  أن  
11

2 1   eec   12  ومنها نحصل على  ec .إذاً الحل هو:    

1,)1(

10,1
 














xee

xe
y

x

x

 

]0,(ثنائي التعريف متصل على الفترة     في  ةبتدائيالاعتباره حلاً لمسألة القيمة الا يمكن هو ، و

]0,(على الفترة    المثالهذا    0(0 بتدائيالاالشرط  ن  لإ( y   دالة لا يحقق القسم الثاني من

 :(2.4)مبين في الشكل  هو ، كماالحل

 

1,)1(

10,1
 














xee

xe
y

x

x

 

x 

y 
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 (2.4)شكل ال

 

,  0y(0):  ةبتدائيالاحل مسألة القيمة (:  0) المثال
1

2





yxdx

dy
 

هي خطية بالنسبة  ولكن  yبالنسبة للمتغير خطية غير المعادلة التفاضلية هي  ن  أمن الواضح  :الحل

  :أي يمكن إعادة كتابة المعادلة بالصيغة   .yواعتبار المتغير المستقل  xلمتغير المعتمد ل

2yx
dy

dx
  .     نحسب عامل المكامل

yey )(  نحصل على هومن: 

  2 yyy eyxe
dy

dx
e   ،   الحل العام هو أي  أن :

yceyyx  222
  ،

)0(0   بتدائيالاوبالتعويض بالشرط  y     2نحصل على  الثابتc .الحل الخاص فيكون: 

yeyyx 2222 . 

 

مع طرائق  يل الى معادلات خطية،، معادلات قابلة للتحوالآن سنتناول معادلات تفاضلية من نمط خاص

 .حلها

 

 (Bernoulli's equation) معادلة برنولي  2.6

 :تامل المعادلة التفاضلية

     ( 2.41                        )
nyxfyxp

dx

dy
)()(  

 

 ." معادلة برنولي" بـ  (2.41)تدعى المعادلة . 0n, 1 إن  عدد حقيقي و  n إن  حيث 

تم مناقشتها  أنسبق  4تصبح معادلة خطية من الرتبة  (2.41)المعادلة  إن  ،   0nعندما   .4

 . (2.4.1) البند ووجد حلها في  (1.6) المعادلة (4.1.1)البند  في

 :تصبح (2.41)المعادلة  إن  ،   1nعندما   .2

(2.46)                                              yxfyxp
dx

dy
)()(  

 على لوالتعويض نحص الى الجانب الآخر، وبعد نقل الحد في الطرف الأيمن
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     (2.45)                               0)(  yxg
dx

dy
     

)()()(   إن  حيث  xfxpxg . 

وناقشنا   (2.1.2) سبق أن تناولناها في البند الأولىهي خطية متجانسة من الرتبة   (2.45)المعادلة 

ها ستؤدي الى معادلات تفاضلية خطية سبق ن  لإ  0n, 1لهذا السبب فرضنا  .حلها بشكل مفصل

 .مناقشتها

 (:2.41) لحل معادلة برنولي الآتيةنتبع الخطوات  :طريقة الحل

على   (2.41)لة  نقسم المعاد .4
ny  فنحصل على: 

     (2.40                   ))()( 1 xfyxp
dx

dy
y nn  

   

2.   ّ wy نفرض أن  n 1
  :المشتقة نحصل على إجراءوب   

dx

dw

dx

dy
yn n  )1( 

 :، نحصل على(2.40) المعادلةومشتقتها في  نعوض الفرضية السابقة  .1

),()(
1

1
xfwxp

dx

dw

n



 

 :ومنها نحصل على

     (2.48                  ))()1()()1( xfnwxpn
dx

dw
    

)(0عندما   الأولىغير متجانسة من الرتبة ، wبالمتغير المعتمد وهي معادلة خطية  xf . نذكر

 .1n  هنا أن  

 .w  ، ونحصل على الحل(2.48)ل المعادلة الخطية غير المتجانسة نح .1

wyنعوض الفرضية   .6 n 1
 . y  في الحل، ونحصل على الحل العام 

 

: حل المعادلة التفاضلية الآتية   (:4) المثال
22 yxy

dx

dy
x  

 :فنحصل على xعلى نقسم  :الحل
21

yxy
xdx

dy
  ،  2وهي معادلة برنولية فيهاn . نقسم

على  
2y  فنحصل على ،: xy

xdx

dy
y   12 1

wy  ن  أنفرض  .  1  نسبة الى  ونشتق بال
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x فنحصل على: 
dx

dw

dx

dy
y  2   . الآن نعوض الفرضية ومشتقتها في المعادلة السابقة، نحصل

xw  :على
xdx

dw


1
 :حلها هو الأولىوهي عبارة عن معادلة خطية من الرتبة   

cxxw  2
 :الحل هو أي  أن   .

2

1

xcx
y


        

 

3)1(2)1( :حل المعادلة التفاضلية (:2) المثال 32  yty
dt

dy
t    

الى المعادلة التفاضلية أنه يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات، وهذا  الأولىيبدو من النظرة  :الحل

الى طرائق تكامل  نه من خلال الحل سنحتاجأسنجد فلكن إذا تبنينا طريقة فصل المتغيرات . ممكن فعلاً 

لو أجرينا  .(حاول ذلك)صعب من الطريقة التي سنستخدمها الآن أوعندئذٍ تكون طريقة الحل  ،متعددة

 :للمعادلة نحصل على اً تبسيط

4

22 )1(3

2

)1(3

2
y

t

t
y

t

t

dt

dy





 

 :، نحصل على 4yنقسم طرفي المعادلة على   .4nوهذه معادلة برنولية فيها  

)1(3

2

)1(3

2
2

3

2

4

t

t
y

t

t

dt

dy
y





 

 

wy  ن  أنفرض  3
نحصل على    tالمشتقة بالنسبة الى   إجراء، ب 

dt

dw

dt

dy
y  43 

 :وبالتعويض في المعادلة السابقة والتبسيط،، نحصل على

)1(

2

)1(

2
22 t

t
w

t

t

dt

dw







 

فيها  الأولىرتبة وهي معادلة خطية من ال
)1(

2
)()(

2t

t
tftp




 

:   نحسب عامل المكامل
2

) 1(  ln 
 

 1

2

1

1
)(

22

t
eet t

dt
t

t


 


 

 :فنحصل على المكامل، عاملنضرب طرفي المعادلة ب
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22222 )1(

2

)1(

2

)1(

1

t

t
w

t

t

dt

dw

t 








 

  :ومنها نحصل على
222 )1(

2
)

)1(

1
(

t

t
w

tdt

d







 :وبتكامل الطرفين نحصل على  

cdt
t

t
w

t








 222 )1(

2

)1(

1
 

1)1( :ملية التكامل والتبسيط نحصل علىع إجراءوب 2tcw  .إذاً الحل العام هو: 

)1(1 23 tcy 
 

 

 (equation ’sRiccati)ريكاتي  ةمعادل    2.6

  :تدعى المعادلة التفاضلية 
2)()()( yxRyxQxP

dx

dy
  بمعادلة ريكاتي . 

 

التعويض . 1yة أن يكون لدينا حل خاص معلوم  وطريقة حلها باستخدام تعويضين متعاقبين شريط

uyyالأول هو      .، والثاني يتم تحديده على ضوء نتائج التعويض الأول  1

 

 :ملاحظات

)(0إذا كان  . 4 xRفإن  معادلة ريكاتي تصبح معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى ،. 

)(0إذا كان  . 2 xPفإن  معادلة ريكاتي تصبح معادلة برنولية ،. 

 

  :حل المعادلة التفاضلية  جد (:4) المثال
2

2

14
yy

xxdx

dy
  ، ًن  أعلما  

x
y

2
1    هو حل

 .خاص معلوم لها

,   )(1من نوع ريكاتي فيها    المعادلة :الحل
1

)(   ,
4

)(
2

 xR
x

xQ
x

xP 

uالحل هو    ن  أنفرض 
x

y 
2

  يكون ، عندئذٍ  
dx

du

xdx

dy





2

2
 

 :وبالتعويض عن الفرضية ومشتقتها في المعادلة نحصل على
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2

222

2

22

4424

)
2

()
2

(
142

u
x

u

xx

u

xx

u
x

u
xxxdx

du

x





 

23 :حذف الحدود والتبسيط نحصل علىوب
u

x

u

dx

du
  ،  2وهذه معادلة برنولية فيهاn ن  ، لإ: 

23
uu

xdx

du
  ،حلها هو إن  و   :

4

34

xc

x
u


  ، ومنها نحصل على الحل العام للمعادلة

 :التفاضلية
)(

)(2422
4

4

4

3

xcx

xc

xc

x

x
u

x
y







. 

 

نه يمكن تحويل معادلة ريكاتي الى معادلة خطية من أبدون برهان من خلاله نجد  اً تمهيدالآن سنعطي 

 : الأولىالرتبة 

xfy)(ذا كان إ   (:2.4) تمهيدال   ًلمعادلة ريكاتي حلا:  

 2)()()( yxRyxQxP
dx

dy
   إن  ف   

)(

1
)(

xg
xfy    هو حل آخر لمعادلة ريكاتي، حيث

xgy)( إن    هو حل للمعادلة التفاضلية الخطية    :)()( xbyxa
dx

dy
. 

 

 (equation Clairaut's)ت ية كليرمعادل    .72

 :هي معادلة من النوع

     (2.42)                                   )(yfyxy  

cfcxy)( :واحدة مَعْلمََةحلها هو عائلة المستقيمات ب إن  و    مَعْلمََةال إن  حيث c  هو ثابت

cyمشتقة الحل هي   ن  لإ. اختياري   (2.42) حقق صحة المعادلة التفاضليةت.   

 

 :هو tوسيط  بصيغة متغير منفرد لها حل  (2.42)المعادلة التفاضلية  (:2.2) تمهيدال

     (2.27)                       )()(   ),( tfttfytfx  . 

 

 .طالب، لل(2.2)ثبات التمهيد إيترك 
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:   جد حل المعادلة التفاضلية (:4) المثال
2)(

2

1
yyxy  

:  المعادلة التفاضلية من نوع كليرت فيها :الحل
2)(

2

1
)( yyf    إن  وعليه  :

2

2

1
)( ttf  . ًإذا

 :عائلة الحلول هي
2

2

1
ccxy     ن  أو   ttf    :حل منفرد هو ، ومنه نحصل على )(

22

2

1
)(

2

1
y      , tttttx   ،  وبحذف الوسيطt   الى الحل المنفرديؤول  :

.
2

1
y  2x   

 :(2.2)شكل لاالحل المنفرد ليس فرداً من أفراد عائلة الحلول، كما هو موضح في  ن  ألاحظ 

 
 (2.2)شكل ال

 

       ubstitution)s(Methods by  التعويض ائقطر   2.8

هذه الطرائق لا  إن  إلا  الأولىعلى الرغم من تناولنا لطرائق متعددة لحل معادلات تفاضلية من الرتبة 

 . ضافية تضيق هذه الفجوةإلعديد من هذه المعادلات، علينا البحث عن طرائق باتفي 

نماط خاصة من المعادلات التفاضلية، سنشاهد بمجرد تعويض أهذا البند سنستخدم  التعويض لحل  في

. ر الى مسالة قابلة للحل بالطرائق السابقةشألة غير قابلة للحل بشكل مباالمعادلة من مسانتقال بسيط 

ط يي الى تبسالطريقة الصحيحة تؤد ن  إقول الوجد قاعدة عامة للحل لكن نستطيع تفي الحقيقة لا 

 .المعادلة ثم حلها

 

)2(7,     )0(0:     الآتيةحل المعادلة التفاضلية  (:4) المثال 2  yyx
dx

dy
 

x 

y 

 2

2

1
xy 

)
2

(
c

xcy  
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طريقة التعويض، ، لذلك نستخدم الطرائق السابقة لا تفي بحل المعادلة التفاضلية ن  أنلاحظ  :الحل

yxu:ن  أنفرض     ن  أ، نجد xتغير المشتقة بالنسبة الى الم إجراء،وب 2
dx

dy

dx

du
 2  

72 :وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نحصل على 2  u
dx

du
 

dx :أي  أن  وهي عبارة عن معادلة تفاضلية يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات، 
u

du


 92
  . 

 :نحصل على  ،ة يزئجالتكامل بالكسور ال إجراءبعد 

 










dxdu

uu
 

3

1

3

1

6

1
 

1 :منه علىو
3

3
ln

6

1
cx

u

u





و بالتالي  

xcx
cee

u

u 6 6 6 1

3

3




 
16c إن  حيث ،  

ec  

 :، نحصل على uوبحل المعادلة السابقة بالنسبة الى . ثابت
x

x

ce

ce
u

6

6

1

)1(3




 .  

:  الحل العام هو أي  أن  
x

x

ce

ce
xy

6

6

1

)1(3
2




  ، 0(0 بتدائيالاوبالتعويض بالشرط( y ،

  :هو ةبتدائيالاإذاً حل مسألة القيمة  . 1cنحصل على 
x

x

e

e
xy

6

6

1

)1(3
2




  كما هو مبين ،

 :(2.1)شكل الفي 

 
 (2.1)شكل ال

 

2,   0:   العام للمعادلة التفاضلية جد الحل(: 2) المثال

2

2

3

3

 tt
dt

xd

dt

xd
t 

x 

y 
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، لكن باستخدام التعويض الثالثةتبدو المعادلة من الرتبة  :الحل
2

2

dt

xd
v   ومنها

3

3

dt

xd

dt

dv
  ،

2,   0 :تصبح المعادلة  ttv
dt

dv
t   ريقة يمكن حلها بالط الأولىوهي معادلة خطية من الرتبة

: ، فنحصل على(2.4)التي استخدمناها في البند 
2

1 ttcv . 

 ن  أبما 
2

2

dt

xd
v المعادلة تصبح إن  ، ف   :

2

12

2

ttc
dt

xd
  ،عملية التكامل نحصل على إجراءوب:  

232

32

1 c
tt

c
dt

dx
  ل العامعملية التكامل مرة أخرى، نحصل على الح إجراءوب: 

3

43

1 2126
ctc

tt
cx . 

 

)sin(  : حل المعادلة التفاضلية (:1) المثال yx
dx

dy
 

 

سنستخدم   السابقة، عليه طرائقه لا يمكن حل المعادلة التفاضلية المطلوبة بالن  أمن الواضح  :الحل

yxu   ن  أنفرض . طريقة التعويض  الى   ، ثم نشتق بالنسبةx  فنحصل على ،

dx

dy

dx

du
1 وبالتعويض في المعادلة نحصل على ،: u

dx

du
sin1  ، وهي معادلة من الرتبة

 :أي  أن  يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات،  الأولى

dx
u

du


 sin1
 

)sin1(يسر بالمرافق رب البسط والمقام في الطرف الأضالآن ن u  ونبسط فنحصل على: 

  dxduuuu
u

u

u

duu







  sin)(cossec
cos

sin1

sin1

)sin1( 22

22
 

cxuu :وبالتكامل نحصل على  sectan ،عن  تعويضلوباu   ،بما يساويها حسب الفرضية

 :نحصل على الحل العام

cxyxyx  )sec()tan( . 
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,    )1(1:    ةبتدائيالاالقيمة حل مسألة  (:1) المثال
223

23





 y

yx

yx

dx

dy
 

 

السابقة، عليه نستخدم  طرائقه لا يمكن حل المعادلة التفاضلية المطلوبة بالن  أمن الواضح  :الحل

yxu   ن  أنفرض . طريقة التعويض 23    ثم نشتق بالنسبة الى ،xفنحصل على ،: 

dx

dy

dx

du
23 وبالتعويض في المعادلة نحصل على ،: 

2
3

2

1










u

u

dx

du
عملية  إجراءب و 

 :نحصل على ،  حدود والتبسيطالنقل 
2

65






u

u

dx

du
 الأولىوهي عبارة عن معادلة من الرتبة  . 

 :أي  أن  يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات، 

dxdu
u

u






)65(

)2(
 :القسمة الطويلة، نحصل على إجراءو 6طرفي المعادلة بالعدد وبضرب ،  

dxdu
u

5
65

4
1 







  .التكامل نحصل على إجراءوب: cxuu  565ln

5

4
  ،

 :يساويها، نحصل على الحل العام  بما uوبالتعويض عن 

cxyxyx  561015ln
5

4
23 

)1(1  بتدائيالاوبالتعويض بالشرط  y  4، نحصل علىc وعليه فالحل الخاص هو ،: 

261015ln
5

2
 xyxy. 

 

 ماه ن  أ، في حين الأولىوبذلك نكون قد تناولنا الطرائق التحليلية لحل المعادلات التفاضلية من الرتبة 

العددية كما  طرائقسنلجأ الى ال، لذلك السابقة ئقطرازال هناك معادلات من نمط معين لا يمكن حلها بال

 .العاشرفي الفصل 
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 (utcomes)oning rLeaالمخرجات التعليمية للفصل    .92

 :الآتيةيكون الطالب قد اتقن المخرجات التعليمية الثاني بعد الانتهاء من دراسة الفصل 

 

  .اعن الرتب العلي ولىالأمن الرتبة  التمييز بين المعادلات التفاضلية الاعتيادية .4

 .الأولى الرتبة المعادلات التفاضلية منالتعرف على الطرائق المتعددة لحل  .2

 .إيجاد حلول معادلات تفاضلية بطريقة فصل المتغيرات .1

 .لمعرفة كونها تامة أم لاالمعادلات التفاضلية اختبار على  إجراء .1

 .التامة المعادلات التفاضلية حل .6

 .ةختبار الدوال المتجانسا .5

 .المتجانسةتفاضلية ت اللمعادلايجاد حل اإ .0

  .الأولىمن الرتبة  الخطية  للمعادلات التفاضلية الاعتيادية حساب عامل المكامل  .8

 .باستخدام الطريقة والقانون الأولىمن الرتبة الخطية  يجاد حل المعادلات التفاضليةإ .2

 .التعرف على معادلة برنولي وطريقة حلها .47

 .ريكاتي وطريقة حلهاالتعرف على معادلة  .44

 .السابقة عن غيرها القياسية التفاضلية التي يمكن حلها بالطرائق تتمييز المعادلا .42

 .السابقة القياسية استخدام طريقة التعويض لحل معادلات تفاضلية لا يمكن حلها بالطرائق .41

في    الثالث واستخدامهانتقال الى الفصل لاا من التي تمكن الطالب الطرائق المتعددةفهم  .41

 .التطبيقات

 .المرافق للكتاب لمراجعة محتويات الكتاب مغنطالمقدرة على استخدام القرص الم .46
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 الفصل الثانيتمارين 
 

 :فصل المتغيرات ةطريقب  46 -4 من في المسائل حل المعادلات التفاضلية

4.    
5)1( x

dx

dy
    

2.   02  dyedx x
 

1.   x
dx

dy
x  6)1( 

1.   yyx 5     

6.    
x

yx

dy

dx




1

22

 

5. 
xy

y

dy

dx

sin

21 2
      

0.   
yxe

dx

dy 35  

8. 
yxyx ee

dx

dy
ye   2

 

2. 0)2()4( 22  dxyxdyxy 

47.   dxydyyxyx )1()1( 2222  

44.   dxydyyx )1(22    

42.   
2)

1
(ln

x

y

dy

dx
xy


 

41.      0)(cos2sin 2  dyyexxdxe yy
 

41.      )sin()sin(sec yxyx
dx

dy
y        

46.   
2/12/12 )1()1( yx

dx

dy

x

y
 

 

 

 : ا ءهزاإالمثبتة  ةبتدائيالامع الشروط   27 -45 من في المسائل حل المعادلات التفاضلية
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45.    1)1(,
1





 y

yx

yx

dx

dy
            

40.    0)0(   ,)cos1(sin)1(  ydyxxdxe y
 

48.   0)1(,0)41()1( 24  ydxyxdyx 

42.    3)1(,  yyty
dt

dy
    

27. 1)1(,2  yxyyyx    

 

 :    22 -24 من في المسائلحل المعادلات التفاضلية 

24.     
y

x
y

2

    

22.   
2

2

1 y

x

dx

dy


 

21.    0sin2  xyy    

21.    
)1( 3

2

xy

x
y


     

26.    
y

x
y

23

13 2




       

25. 2 2(cos )(cos 2 )y x y  

20.    
2/12 )1( yyx  

28.   
y

x

ey

ex
y








   

      22.    
2)( yyee xx  

 

 

 :   18 -17 من في المسائل ةبتدائيالاحل مسائل القيمة 

17. 1)0(,)21/(cos 2  yyxyy   

14.     1)0(,)63/()31( 22  yyyxy    
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12.     0)1(,)43/(3 22  yyxy    

11.     1)0(,2 22  yxyyy   

11.     0)0(,)23/()2(  yyey x
 

16.     1)0(,)23/(2cos2  yyxy 

15.    22(1 )(1 ) , (0) 0y x y y     

10.    1)4/(),1(4/ 2  yxdydx 

18.   0)0(,92  yyy 

),(0المعادلات التفاضلية من الصيغة     bcbyaxf
dx

dy
ت تحويلها إلى معادلا يمكن   

cbyaxu   :التعويضاستخام وذلك ب قة فصل المتغيراتحلها بطريتم ي  .  

 

 : 11 -12 من في المسائل لحل المعادلات استخدم هذا الأسلوب

12. 
2)1(  yx

dx

dy
     

17.   
yx

yx

dx

dy






1
 

14.   322  xy
dx

dy
    

12.   
51  xye

dx

dy
 

11. )(tan2 yx
dx

dy
 

 

 : 61 -11 من في المسائل حل المعادلات التفاضلية

44. 0)(  xdydxyx 

44.    0)2(  dyxyxdx 

44. 
yx

yx

dx

dy






3

3
 



 49 

44. 
yx

xy

dx

dy




 

44. 22 yxy
dx

dy
x  

44. 
y

x

x

y

dx

dy
 

45. 1
2

2


y

x

x

y

dx

dy
 

42.  yxyex
dy

dx
y /24  

41. 
x

y

x

y

dx

dy
ln 

45. 0)( 22  xydydxyxyx 

 

 :  60 -61 من في المسائل ةبتدائيالامسائل القيمة حل   جد

61.   2)0(,0)cos(  ydyx
y

x
yydx  

66.   2)1(,)( 332  ydxxydyxy 

65.  2)1(,22 233  yydxxdyxdxy 

60.   2)1(,32 22  yyxyyx 

 

 :الحل  جدمة إذا كانت تا؟   تامة   52 - 68  من  في المسائلهل المعادلات 

68.     0)1(232  yyx 

62.    0)(242  yyxyx 

57.    0)36()223( 222  dyxydxxyx 

54.    0)22(22 22  yxyxyxy 

52.     
cybx

byax

dx

dy




 
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51.     
cybx

byax

dx

dy




 

51.   0)cos2cos()sin2sin(  dyxyedxxyye xx
 

56.   0)sin3()3sin(  dyyexdxyye xx
 

55.   0
)()( 2/3222/322





 yx

ydy

yx

xdx
 

50. 0,0,0)ln()ln(  yxdyxyxydxxyxx 

58.  0,0)2(ln)6(  xdyxdxx
x

y
 

52. 0)32cos()22sin22cos(  dyxxedxxxexye xyxyxy
 

 

 :   01 -07 من في المسائل ةبتدائيالاحل مسائل القيمة 

07.  3)1(,0)2()2(  ydyxydxyx 

04. 1)1(,0)12()( 22  ydyxxydxyx 

02. 0)1(,0)4()19( 2  ydyxydxyx  

01. 2)1(,0)146()542(  ydyxydxyx 

 

 : الحل جد؟ تامة  00 -01 من في المسائل المعادلاتهل 

01.  0)423()132(  dyyxdxyx 

06. 0)3()3( 2323  dyyxydxxyx 

05. dxxxydyyx )44()221( 32  

00. 0)
3

1()
3

1(  dyx
y

dxy
x

 

 

 :   27 -08 من في المسائل جد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية 

08.     xxyy cos2cos  

02.     0,)ln(  xxyyxx 
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87.    xxyy sinh2tanh  

84.   xxyyx  34 

82.    0   ,cos  xxyyx 

81.   0)1cos(sincos 32  dxxyxdyx 

81.   1sincos  xyxy 

86.   
223 xyxy  

85.    
22/122/32 )1()1( xyxxyx  

80.    0   ,2 3  xxyyx 

88.    xxyxy 3sinsin2cos  

82.    
2

2 xexyy  

27.   xyxy tansec  

 

 :  472 -24 من في المسائل جد الحل العام للمعادلات  التفاضلية

24.   1)cot(csc  yyxy 

22.  )cossin(sin)cos1( xyyyyy  

21.   02 4  xyxyy 

21. 
4)21(

3

1

3

1
yxyy  

26.   
3xyyy  

25.   )sin(cos2 xxyyy  

20. 02  xxyyy 

28.  0,0)]ln1([ 3  xdxxxyyxdy 

22.   
2xyyy  

477.   dxyxydxxdy 63 

474.     
xeyyy 2 
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472.     02)2( 5  xdydxyxy 

 

 :  472 -471 من في المسائل البرنولية لمعادلات التفاضليةاجد حل 

471. 
2

1

y
y

dx

dy
x  

471. 
2yey

dx

dy x 

476. )1( 3  xyy
dx

dy
 

475. 
2)1( xyyx

dx

dy
x  

470. tyy
dt

dy
t  22

 

478. 4)0(  ,12

3

2

1

 yy
dx

dy
y 

472. 
2

1
)1(   ,32 42  yyxy

dx

dy
x 

 

إذا علمت أن  ولحلالعائلة جدمن نوع ريكاتي؟   441 -447 من في المسائل هل المعادلات التفاضلية

1y  حل للمعادلة : 

447.   xxyxyx
x

y

dx

dy
 )(    , 1

523
 

444. 2,2 1

2  yyy
dx

dy
 

442. 
2

1

52 )(    ,2 xxyxxy
x

y

dx

dy
     

441. 
xxx eyyyee

dx

dy  1

22     ,)21(     

441. 
x

xyxyyx
dx

dy 1
)(    , 1

22    
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  :  اتمثل حلاً خاصاً له 421 -446في المسائل من  المعطاة مع كل معادلة تفاضلية  1y  اثبت أن  

446. 2

1(1 2 ) 1 , 1y xy x y x y       

445.   
1

1
( 1)( ) , 1y y y y

x
     

440.   
1( )( 2) , 1y x y x y y x       

448.   2

1,x x xy e y y e y e     

442.   3 2

1( ) ,
y

y x y x y x
x

     

427.   2 2 2

1

1
3 ,x y x y xy y

x
     

424.    2

12( ) ( ) ,xy x y x y x y x       

422.   1)1(),1)(1(2  yyxy
dx

dy
x 

421.  2 2 2

1

1
3 1 ,

3
x y x y xy y

x
                         

 

 :حلالجد من نوع كليرت؟   422 -421 من في المسائل هل المعادلات التفاضلية

421. 
2)(yyxy  

426. yyxy  ln1 

425.   
2)()4( yyxy  

420. 
3)(yyxy  

428. yyxy  ln 

422. 
yeyyx


 

 

المبين  بتدائيالامع الشرط    411 -417 من في المسائل لمعادلات التفاضليةيحقق ا متصلاً  جد حلاً 

 :ضح ذلك بالرسموأزاء كل معادلة، 

417.      1y(0)     ,
1,1

10,1
)(    ),( 










x

x
xfxfy

dx

dy
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414.      0y(0)     ,
3,0

30,1
)(    ),(2 










x

x
xfxfy

dx

dy
 

412. 0y(0)   ,
1,

10,
)(  ),(2)1( 2 










xx

xx
xfxfxy

dx

dy
x 

411.     2y(0)     ,
1,0

10,
)(    ),(2 










x

xx
xfxfxy

dx

dy
 

 


