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 تاسع ال الفصل

  عتياديةالا تفاضليةال لمعادلاتومات اظمنحلول 

 Solutions of systems of ordinary differential equations 

 

 (Systems of IVPs)  الابتدائية منظومات مسائل القيم  1.9

بتدائي اشرط المكونة من معادلة تفاضلية واحدة ذات  بتدائيةالاالسابقة عالجنا مسائل القيم فصول في ال

في مجالات عديدة قد نواجه بمنظومة من المعادلات التفاضلية مع شروط عند نقطة  و .في نقطة معينة

رتبة الأولى وكل معادلة تحتوي من المعادلات التفاضلية من ال  m فإذا كان لدينا  .واحدة أو نقاط مختلفة

myyy  دوالمن ال  mى عل ,...,, يمكن كتابة منظومة   xالمتغيرالمستقل جميعها تعتمد على   21

 :المعادلات كالآتي

    (1.9)                         

),...,,,(

:

),...,,,(

),...,,,(

21

2122

2111

mmm

m

m

yyyxfy

yyyxfy

yyyxfy







 

)3,2,1,(دوال وإذا كان المطلوب تحقيق ال mjy j  د نقطة واحدة جميعها قيما معينة عنa  ،

 أي 

  (1.9)              mm ayayay   )(...,,)(,)( 2211         

)3,2,1,(حيث  mjj  ،فان المسألة حينذاك تسمى بمنظومة معادلات تفاضلية  ثوابت حقيقية

تحقيقها عند نقاط مختلفة  ا  طلوبأما إذا كانت الشروط م .ابتدائيةختصار منظومة قيم اأو ب ابتدائيةذات قيم 

 فعلى سبيل المثال تكون المعادلتين .حدودية قيمعندئذ بمنظومة  فتسمى
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المتغير المستقل و  tحدودية بنقتطين حيث  قيممنظومة  )(),( tytx مجموعة دوال الحل. 

، أما المنظومات الحدودية وطرائق حلها بتدائيةالامنظومات القيم دراسة ى عل لفصلفي هذا اسنقتصر 

 .دراستها خارج نطاق كتابنا هذاف
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 من الرتب العليا التي يمكن كتابتها بالصيغة  بتدائيةالامسائل القيم أن  الذكربمن الجدير 
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 ة من الرتب الأولى وذلك بفرضمكافئ ابتدائيةقيم منظومات  يمكن تحويلها الى

)1()(

121 ,...,,, 
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m yyyyyyyy 

 فتؤول المعادلة السابقة الى المنظومة
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 .جميع المعادلات فيها  من الرتبة الأولىوهي كما ترى 

 

 من الرتبة الثالثة  بتدائيةالاكتب مسألة القيم ا (:9)المثال 

1)0(,2)0(,1)0(,2  yyyyyxyy 

 الأولى ةمن الرتب ابتدائيةنظومة قيم على شكل م

yyyyyyبفرض                               :الحل  321 ,, 

 من الرتبة الأولى بتدائيةالاالقيم  فتؤول المعادلة السابقة الى منظومة

1)0(,2

2)0(,

1)0(,

33213

232

121
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1)( أن  لاحظ  xy  ما أ ،بتدائيةالاهو حل مسألة القيم)(),( 32 xyxy فليس لدينا حاجة لهما. 

 من الرتبة الثانية  بتدائيةالاالقيم  أكتب منظومة (:9)المثال 

                                                   2)1(,  xtyxx               

3)0(,1)0(,3 2  yytyyxy 
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 تبة الأولىمن الر ابتدائيةعلى شكل منظومة قيم 

yyyyxyبفرض                         :الحل  321 ,, 

 :من الرتبة الأولى بتدائيةالامة السابقة الى منظومة القيم وفتؤول المنظ

3)0(,3

1)0(,

2)0(,
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 المجموعة أن  لاحظ  )(),( 21 tyty 3)(أما  ،المنظومة الأولى تمثل حل ty  فليس لدينا حاجة بها فهي

2)(تمثل  ty . 

ذات  بتدائيةالالتسهيل مهمة تعميم المفاهيم والمبرهنات والطرائق التي تطرقنا إليها بالنسبة لمسائل القيم 

 (1.9) بتدائيةالاوالشروط  (1.9)المعادلة الواحدة يمكن استخدام رموز المتجهات للتعبير عن المنظومة 

 :تيكالآ

  (1.9)                         )(),,( aYYxFY 

               حيث 
T

m

mm

T

m

T

m

fffFRRbaF

yyyY

),...,,(,],[:

),.....,,(,),.....,,(

21

2121



 
 

: دوال عبارة عن مجموعة ال وفه  (1.9) بتدائيةالاالقيم  حل منظومةأما 

)(...,),(),( 21 xyxyxy m 

 بصيغة المتجهات يعبر عنه بالشكل و ،(1.9) بتدائيةوالشروط الا (1.9)التي تحقق المعادلات التفاضلية 

T

m xyxyxyxY ))(...,),(),(()( 21 

 .ويسمى متجه الحل

التين الد مجموعة أن  أثبت  :( 9) مثالال
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1
)(,1)( 21

x
xyxxy منظومة ل حلال تمثل

                 :  بتدائيةالاالقيم 
1)0(,/
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 رسماثم 

دوال الحل  -أ  )(),( 21 xyxy ىعلى المستو - xy. 
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منحني الحل معلميا بشكل  -ب 100:))(),(( 21  xxyxy 21 - ىعلى المستوyy  مع بيان

  . تجاه الحركة على المنحنيا

 بتعويض الدالتين في المنظومة يكون لدينا :الحل
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   . بتدائيةالامنظومة القيم تشكلان حل أي أن الدالتين  ،ارات صادقةو كما هو واضح كلها عب

يمثل الرسم البياني لدالتي الحل  (1.9)الشكل   -أ
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 (1.9)الشكل 

يمثل الرسم البياني لمنحني الحل معلميا بشكل  (1.9)الشكل  - ب ))(),(( 21 xyxy  للقيم

100  x 21 - على المستويyy. 

11  xy 
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1
2




x
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 (1.9)الشكل 

نلاحظ من خلال تحرك النقاط   ),( 21 yy عندما تزداد قيم المعلمةx   1قيم  أنy  2تزداد وقيمy 

 كما هو مؤشر بالشكل ،النقاط من الأعلى للأسفل و من اليسار لليمين أي أن حركة .تجاه الصفراتتناقص ب

(1.9). 

   بتدائيةالامنظومة القيم  جد حل :( 4) مثالال

1)0(,

1)0(,2

2

2

22
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yyy

yey x

 

 . بما أن المعادلتين منفصلتان نستطيع حل كل منهما على حدة  :الحل

   من المعادلة الأولى نحصل على  11 22 cedxey xx
 1yللمتغير الابتدائيوبأستخدام الشرط   

121يكون لدينا  c،  11أي أن c. 

dx أما المعادلة الثانية فبفصل المتغيرات تؤول الى  
y

dy


2

2

جراء التكامل نحصل على إوب ، 2

2

2

1
cx

y



20يكون لدينا  2y للمتغير الابتدائيدام الشرط ستخاوب  

1

1
c




أي أن  ،

12 c. بتدائيةالامنظومة القيم وبالتالي نحصل على مجموعة الحل ل  :
1

1
,12 21




x
yey x

 

أو متجه الحل                                       
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))10(),10(( 21 yy 
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   بتدائيةالامنظومة القيم جد حل  :( 5) مثالال

1)0(,1

2)0(,





yxy

xyx
 

 .من الرتبة الثانية المكافئة لها بتدائيةالاالقيم  وذلك بحل مسألة

yxنحصل على  xشتقاق المعادلة الأولى بالنسبة للمتغير المستقلاب :الحل   وبالتعويض في المعادلة

 من الرتبة الثانية والمكافئة لها بتدائيةالاالقيم  الثانية تؤول المنظومة الى مسألة

1)0(,2)0(,1  xxxx 

يستطيع  خامسستخدام طرائق الفصل الاب. خطية غيرمتجانسة بمعاملات ثابتة ابتدائيةقيم  وهي مسألة

 الطالب 

1sincos3أن يجد حلها   ttx  ومنهاttxy cossin3   أي أن متجه الحل هو 















tt

tt
Y

cossin3

1sincos3
. 

على شكل دوال صريحة  بتدائيةالابشكل عام ليس من السهل إيجاد الحلول لمنظومات القيم 

عادلات الم فعلى سبيل المثال إذا كانت منظومة ،ولكن في بعض الحالات يكون الأمر ممكناالمستقل للمتغير

 :، أي  بالصيغةمن الرتبة الأولى خطية متجانسة التفاضلية

(1.4)                     
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  مصفوفاتوالتي يمكن كتابتها بصيغة الم

(1.5)                                       AYY  

 يغةبالص متجانسة غير منظومة خطية إذا كانت أو

(1.9)                                  )(xFAYY  

 .فهناك طرائق عامة لحلها

 

 المعاملات الثابتةذات المتجانسة من الرتبة الأولى  المعادلات التفاضلية الخطيةمنظومات   1.9
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        (Systems of first order liner homogenous DEs with constant coefficients) 

طية بتعميم المبرهنات والنتائج التي تناولناها فى الفصل الرابع بخصوص المعادلات الخ ءقبل البد

الطالب ملم بأساسيات المصفوفات وطرائق إيجاد القيم الذاتية و  أن   ،شرنا سابقاأالمتجانسة سنفترض كما 

 ستعراضاسنكتفي هنا  بو .كوكهاو كذلك المحددات وأساليب إيجاد مف ،المتجهات الذاتية المقترنة بها

 .لبراهينل دون التطرقمن المبرهنات الأساسية التعاريف و

مجموعة المتجهات يقال ل (:1.9)التعريف  m

rr xY
1

)(


إذا تحقق ما  Iعلى فترة  مستقلة خطيا هاأن   

  :يأتي





m

r
mrr aaaIxxYa

1
21 0,0)(  

بقية من  خطي  ركيبمتجهات كتالتعبير عن إحدى هذه الإذا أمكن  Iعلى الفترة  خطيا  معتمدة ها أن  ويقال 

 . المجموعة نفسها على تلك الفترةالمتجهات في 

المعادلات منظومات ستقلال الخطي لمتجهات الحل لختبار الاالمبرهنة الآتية توفر طريقة سهلة لا

 .(1.5)ة المتجانس التفاضلية الخطية

كن تل (:1.9)مبرهنة ال m

rr xY
1

)(


 على الفترة (1.5)المتجانسة  الخطية ةمنظوممتجهات حل لل 

 ،Iعند نقطة واحدة على الأقل تنتمي الى الفترة  ن لا يساوي صفراياإذا كان محدد رونسكف. I المفتوحة

 أي

    0)()()()(),...,(),( 2121  xYxYxYxYxYxYW mm  

1)( متجهاتفعندئذٍ تكون ال  xY، )(2 xY،...و  ، )(xYm  مستقلة خطيا  على الفترةI. 

 

1)(: كنتل (:1.9)المبرهنة  xY، )(2 xY،...و  ، )(xYm  حل للمعادلة التفاضلية الخطية متجهات

 :التركيب الخطييكون فعندئذٍ . I المفتوحةفترة العلى  (1.5) المتجانسة

),(...)()()( 2211 xYcxYcxYcxY mm 

mici )2,1,...,(ن   إحيث  ا،على الفترة نفسه حلا     ثوابت اختيارية. 

 

 (          Fundamental set of solutions)لمجموعة الأساسية للحلول ا(: 1.9)التعريف 
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 تسمى أية مجموعة )(...,),(),( 21 xYxYxY m ، مكونة منm  حللمستقلة خطيا  المتجهات من ال 

التفاضلية الخطية المتجانسة ،  تمعادلاالمن  mالمكونة من و ،I المفتوحةفترة العلى  (1.5)المنظومة 

 .بالمجموعة الأساسية للحلول على تلك الفترة

 

التفاض  لية  تالمع  ادلا اتمنظوم  المجموع  ة الأساس  ية لحل  ول وض  ح علاق  ة الح  ل الع  ام بتة الآتي  ة ن  المبره

 .الخطية المتجانسة

  (General solution) الحل العام (:1.9)مبرهنة ال

 كنتل )(...,),(),( 21 xYxYxY m التفاضلية الخطية  تالمعادلاة منظوملحلول  المجموعة الأساسية

 :على الفترة نفسها نظومة الحل العام للم يكون عندئذٍ .  Iعلى الفترة  (1.5) المتجانسة

),(...)()()( 2211 xYcxYcxYcxY mm 

 . ريةثوابت اختيا  m ,...,2,1( ici(ن   إ حيث

، فعندئذٍ يمكننا إيجاد Iعلى الفترة  (1.5) نظومةللمهو أي حل  xY)(تعني أن ه إذا كان   (1.9)المبرهنة 

 :بحيث mC، و ... ،  1C  ،2C:  الثوابت

).(...)()()( 2211 xYCxYCxYCxY mm 

ت إذا كان  ،بعبارة أخرى )(...,),(),( 21 xYxYxY m حل للمنظومة مجموعة متجهات مثل ت

تسمى ، مستقلة خطيا متجهاتوكانت مجموعة ال  Iعلى فترة مفتوحة  (1.5)المتجانسة  rY 

 ن  إمجموعة أساسا لفضاء متجهات الحلول وبذلك تشكل هذه ال. حلول أساسية متجهات مجموعةب

 .خطي من مجموعة الحلول الأساسيةركيب يمكن كتابته كت (1.5)الحل العام للمعادلة 

 

 التفاضلية الخطية المتجانسة تالمعادلاة منظوملتكن لدينا  :( 9) مثالال

YY 
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 :Rومة على الفترة من المتجهات الآتية هو حل للمنظ تحقق من أن كلا  ( أ
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 أن  أثبت ( ب 21, YY ترة فعلى ال يكونان مجموعة الحلول الأساسية للمنظومة],[ I. 

 .جد الحل العام للمنظومة( ج

 بتدائيةالاجد الحل الذي يحقق القيم ( د









1

1
)0(Y،  ى رسم دوال الحل على المستواثم- xy. 

]10,10[]10,10[منطقة تجاهي للمنظومة على الرسم الحقل الاا( ه   مع الرسم المعلمي لقيم الحل

 ),( 21 yy . 

 بتعويض الدالتين في المنظومة يكون لدينا -أ   :الحل
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 .   بتدائيةالامنظومة القيم ين لحل عتبرانمتجهين يأي أن ال ،كلها عبارات صادقةيتبين أن  

عند نقطة واحدة على الأقل تنتمي الى الفترة  لا يساوي صفراحلين للن يارونسكعلينا إثبات أن   -ب

I،  0ولتكن القيمة المختارةx، يأ 

    03
12

21
)0(),0( 21 


YYW 

1)( انمتجهكون الو بذلك ي xY، )(2 xY  خطيا  على الفترة  ينمستقل],[ I، أي أن

 21, YY  يكونان مجموعة الحلول الأساسية للمنظومة على الفترةI. 

 حل العام للمنظومة هوال -ج
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 :في الحل العام نحصل على المعادلتين الخطيتين بتدائيةالابتعويض القيم  -د
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1,1حلهما آنيا نحصل على القيم ب و 21  kk . بتدائيةالاالذي يحقق القيم وبذلك يكون متجه الحل 

 ةالمعطا
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 ي رسم دوال الحلأتي اوفي م xxxx eexyeexy 25

2

25

1 2)(,2)( ىعلى المستو-

xy. 

 

 (1.9)الشكل 

الرسم البياني لمنحني الحل معلميا  مع بتدائيةالاتجاهي لمنظومة القيم الحقل الا يمثل (1.4)الشكل  -ـ ه

بشكل  ))(),(( 21 xyxy  100للقيم  x 21 -ى على المستوyy  تمثل حيث 

 
dxdy

dxdy

dy

dy

/

/

1

2

1

2    

تجاهات ا تجاهات معونلاحظ من خلاله توافق الا .xميل الإتجاهات للقيم المختلفة للمتغير المستقل

  . 2.0,1.0,0xجد نقاط الحل عند القيم  .المعلمي للحل ىالمنحن

xx eey 25

1 2 

xx eey 25

2 2  
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 (1.4)الشكل 

 

AYYبعد ذكرنا للتعاريف والمبرهنات المتعلقة بمتجهات الحل للمنظومات الخطية المتجانسة    ،

 أي ، mmمصفوفة مربعة ذات أبعاد  Aحيث 
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يجاد الحل لإ Aول في هذا البند الطرائق التي تعتمد على القيم الذاتية و المتجهات الذاتية للمصفوفة سنتنا

 .العام لهذه المنظومات

 

 (Eigenvalues and Eigenvectors) والمتجهات الذاتية الذاتية القيم:  (1.9)التعريف 

mmAه متجه ذاتي للمصفوفة المربعة أن   Vيقال للمتجه غير الصفري    إذا وجد عدد،  يسمى قيمة

 بحيث  ،Aذاتية للمصفوفة 

          (1.9                                        )VAV  

المتجه الصفري  أن  ريف نلاحظ ستنادا لهذا التعاو TV 0,,0,0  ها جلا يمكن أن يكون مت

 . ذاتيا لأية مصفوفة
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 بالصيغة المكافئة (1.9)علينا كتابة المعادلة  Aيجاد القيم الذاتية و المتجهات الذاتية للمصفوفة لإ

(1.7                                     )0)(  VIA   

 أي  ، mهي مصفوفة الوحدة بالبعد Iحيث 
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I 

صفوفة يجب أن يكون محدد م (1.7)و للحصول على حل غير صفري للمنظومة الخطية المتجانسة 

 أي أن ،المعاملات مساويا للصفر

(1.8             )                    0 IA  

جذورها القيم الذاتية  m من الدرجة يةالى حدود (1.8)خدام مفكوك المحدد ستؤول المعادلة تسا وعند

نستطيع إيجاد متجهات ذاتية   ،mعلى الأكثر التي سيكون عددها يجاد القيم الذاتيةإو بعد . Aللمصفوفة 

 .بشكل متعاقب او حله (1.7)و ذلك بتعويض القيم الذاتية في المعادلة مرتبطة بها 

 

القيم الذاتية للمصفوفة  جد(: 9)المثال 
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27
A ومن ثم متجهات ذاتية مرتبطة بها. 

 

 :الحل

ذاتية لمصفوفة المعاملات لعام علينا إيجاد القيم الا يجاد الحللإ
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A وذلك بحل  ،أولا

 :معادلة المحدد

0158)8()1)(7(
14
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3,5لنحصل على    21   ،  و من ثم نجد متجهات ذاتية مرتبطة بالقيم الذاتية و ذلك بحل

)(0المنظومة الخطية   VIA  ةلكل من القيم الذاتي. 
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 على صفوف المنظومة ستؤول المنظومات الى بتداييةالاستخدام العمليات اب
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2,1 مناسبة مثلقيمة ختياراو ب   متجهين الذاتيين نحصل على ال: 
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 :المعاملات الثابتةذات الرتبة الأولى من المتجانسة  الخطية لول المنظوماتح  1.9

 (Solutions of systems of 1st order liner homogenous DE with constant coefficients)  

المعاملات ذات الرتبة الأولى  من المتجانسة م عن طريقة إيجاد الحل العام للمنظومات الخطيةقبل الكلا 

 .الحلعطاء الصيغة العامة لمتجهات إسنبدأ أولا ب  ، (1.5) المعادلة ،بتةالثا

  متجهات الحل  

بها فأن  متجه ذاتي مرتبط Vو A المربعة لمصفوفةلقيمة ذاتية  إذا كانت 
xVeY   هو متجه حل

AYYنظومة للم . 

 ثبات ذلك نقوم بتعويض متجه الحل في المنظومة التفاضلية لنحصل علىو لا

xx AVeVe   

 .بها متجه ذاتي مرتبط Vو A لمصفوفةلقيمة ذاتية  و هي عبارة صحيحة لأن 

 

حقيقية أو  ،سنناقش الحالات عندما تكون جميعها مختلفة Aللمصفوفة ستنادا الى طبيعة القيم الذاتية ا

 .وعندما يكون بعضها مكررا ،عقدية
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 قيم ذاتية حقيقية مختلفة

mالقيم الذاتية Aإذا كان للمصفوفة  ,.....,, مختلفة،  فأن مجموعة حقيقية و وكانت جميعها 21

mVVVالمتجهات الذاتية  ,...,, لقيم الذاتية على التوالي تكون مجموعة مستقلة خطيا باتبطة المر 21

 المتجهات مجموعةو عليه تكون  m
r

x

rr
reVxY

1
)(





 ، (1.5)أساسا لمجموعة الحلول للمنظومة  

  لهاام الحل العى علمنها نحصل و

(1.1                 )            
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reVkxY
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حيـث  m

rrk
1

 بتدائيةالاشروط الوإذا كان للمسألة  .أية مجموعة من الثوابت  m

rrr ay
1

)(


 ن إف

 .وحيدة لهذه الثوابت قيما  

 

   بتدائيةالاقيم حل منظومة ال متجه جد :( 9)مثال ال
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 .]2,0[رسم دوال الحل على الفترة ا ثم

 

لعام علينا إيجاد القيم الذاتية لمصفوفة المعاملات ايجاد الحل لإ :الحل
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A وذلك بحل  ،أولا

 معادلة المحدد

06512)2)(3(
23

43
2 




 




IA 

6,1لنحصل على    21   ،  و من ثم نجد متجهات ذاتية مرتبطة بالقيم الذاتية و ذلك بحل

)(0المنظومة الخطية   VIA  لكل من القيم الذاتية. 
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 نحصل على الحلين المستقلين 4 مناسبة مثلقيمة ختيار اب
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AYYون الحل العام للمنظومة المتجانسة بذلك يك  
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 نحصل على  بتدائيةالاط وبتحقيق الشرو
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 بحلها آنيا نحصل على القيمتين 
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  حلمتجه البذلك يكون 
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 . (1.5)أما رسم دوال الحل فتجدها في الشكل 
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 (1.5)الشكل 

 

 قيم ذاتية عقدية

 متجهات ذاتية مرتبطة بها على التوالي حيث 2Vو 1Vو  Aذاتية للمصفوفة  ا  قيم 2و1إذا كانت

(1.91        )QiPV 2 ، QiPV 1 ،   i 2 ، i 1 

 ن إف

(1.99                             )
xx

eVxYeVxY 12

1122 )(,)(


 

AYYمتجهات حل عقدية للمنظومة المتجانسة  . 

بأستخدام صيغة أويلر  sincos iei ،  يمكن للطالب أن يجد حلين  ، (5.9)كما فعلنا في البند

 :بالصيغة حقيقيين
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 ثبات إذلك بن خطيا و لاهما مستقأن  و يبرهن 
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YYللمنظومة الخطية المتجانسة      (:9)المثال  
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 جد الحل العام - أ
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د متجه الحل الذي يحقق القيم ثم ج ،تجاهي للمنظومة و علق على سلوك المنحنياترسم الحقل الاا - ب

)0(1,)0(0  بتدائيةالا 21  yy المعلمي مع الحقل الأتجاهي للمنظومة توافق الرسم وبين. 

 

 :الحل

لعام علينا إيجاد القيم الذاتية لمصفوفة المعاملات ايجاد الحل لإ -أ
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A وذلك بحل  ،أولا

 معادلة المحدد
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)(0يم الذاتية و ذلك بحل المنظومة الخطية و من ثم نجد متجهات ذاتية مرتبطة بالق  VIA   لكل من

 :القيم الذاتية
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 :على صفوف المنظومة ستؤول الى بتداييةالاستخدام العمليات اب
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 1ومن ذلك نحصل على المتجهات الذاتية المرتبطة بالقيمة الذاتية 
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 متجه نحصل على ال 1 مناسبة مثلقيمة ختيار اب
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 تكون ( 1.91)بالمقارنة مع الرموز المستخدمة في المعادلات 
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 2ذاتية ومنها نحصل على المتجه الذاتي المرتبط بالقيمة ال
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 المستقلين الحقيقيين نحصل على الحلين (1.99)ستخدام المعادلة اوب
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AYYالعام للمنظومة المتجانسة  الحقيقي الحل متجه بذلك يكون  
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 يؤول الحل العام الى بتدائيةالايم بتعويض متجه الق
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1,1و منه نحصل على قيم الثوابت  21  kk .و عليه يكون متجه الحل للمنظومة 
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  بتدائيةالاالحل الذي يحقق القيم  ىتجاهي للمنظومة مع منحنالحقل الايحوي  (1.9)الشكل - ب

بشكل حلزوني و  )0,0(جميع الحلول غير الصفرية تتباعد عن المركز أن  ويلاحظ فيه . ةالمعطا

 .المعطاة بتدائيةالامن بينها الحل الذي يحقق القيم 

 

 (1.9)الشكل 

 

  بتدائيةالاجد متجه حل منظومة القيم  (:9)المثال 
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 .xyتوي رسم دوال الحل على المساثم 
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,,2 نحصل على القيم الذاتية 321   ii  ، 0بحل المنظومة الخطية و)(  VIA  

 : على التوالي لكل من القيم الذاتية نحصل على المتجهات الذاتية المرتبطة بها
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تكون  (1.91)بالمقارنة مع المعادلة و
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QP بالنسبة للمتجهين الاول والثاني .

  مجموعة الحلول الأساسية نحصل على  (1.99)بالتعويض في 
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 و بذلك نحصل على الحل العام
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 :يؤول الحل العام الى بتدائيةالابتعويض متجه القيم 
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1,1,1و منه نحصل على قيم الثوابت  321  kkk. لاحظ ) و عليه يكون متجه الحل للمنظومة

 :(1.7الشكل 
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 (1.7)الشكل 

 

 قيم ذاتية مكررة

AYY لمنظومةإن إيجاد الحل العام ل   في حالة وجود قيم ذاتية مكررة للمصفوفةA  أكثر تعقيدا من

الأولى عندما توجد متجهات ذاتية مرتبطة بالقيمة الذاتية  ،عتبارهماان علينا افهناك حالت. الحالات السابقة

عند وجود متجهات ذاتية بعدد أقل من عدد الة الثانية و الح ،نفسه المكررة و مستقلة خطيا بعدد التكرار

 .الحالتين نستطيع إيجاد متجهات حل مستقلة خطيا بعدد تكرار القيمة الذاتية المكررة افي كلت. التكرار

أي  ،مصفوفة قيمها الذاتية مكررة  Aلتكن    نامرتبط ناذاتي نافإن كان هناك متجه. 21

AYYفنستطيع إيجاد الحل العام للمنظومة  خطيا نبالقيمة الذاتية المكررة ومستقلا   كما في حالة

فسيكون الحل أما إذا كان هناك متجه ذاتي واحد فقط مرتبط بالقيمة الذاتية المكررة . القيم الذاتية المختلفة

 :العام كالآتي

(1.99               )         
xx eVxVkeVkxY  )()( 21211  

121يمكن الحصول عليها بحل المنظومة الخطية   2Vحيث  )( VVIA  . 

 

YY لمنظومة ل جد متجه الحل العام(: 4)المثال 
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 بحل المعادلة  :الحل
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4,2  ةنحصل على القيم الذاتي 321   .0حل المنظومة الخطية ل)( 1  VIA  لدينا 
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 ومنها نحصل على المتجه الذاتي المرتبط بالقيمة الذاتية المكررة



























V .  وبما أن هناك

  :ختيار قيم مناسبة للمعلمتينالك بوذمعلمتين فيمكن الحصول على متجهين ذاتيين مستقلين خطيا 
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ستخدام العمليات اب. 

 الاولية على صفوف المنظومة ستؤول الى
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ومنها نحصل على المتجه  

: 3الذاتية الذاتي المرتبط بالقيمة
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3V 2ختيار قيمة اب و  نحصل على المتجهات الذاتية

 : كونة لمجموعة الحل الأساسيةالم



 

 931 























































2

1

1

,

1

0

1

,

0

1

1

321 VVV 

 و بذلك نحصل على الحل العام
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 لعام للمنظومة جد متجه الحل ا (:5)المثال 
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 بحل المعادلة  :الحل
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8,1نحصل على القيم الذاتية   321   . 0لحل المنظومة الخطية)( 1  VIA   لدينا 
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 ل الىستخدام العمليات الاولية على صفوف المنظومة ستؤو اب
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   ومنها نحصل على المتجه الذاتي المرتبط بالقيمة الذاتية المكررة
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V . ة وبما أن هناك معلم

.  و مرتبطين بالقيمة الذاتية المكررة يمكن الحصول على متجهين ذاتيين مستقلين خطياواحدة فقط فلا 

 نحصل على  1ة مثل ممناسبة للمعل ةختيار قيماب
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 ثانٍ  ويمكن في هذه الحالة إيجاد حل. 1
xeVxVY  )(  ،(31.9) حسب المعادلة 212
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 ستخدام العمليات الاولية على صفوف المنظومة ستؤول الىاب
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ومنها نحصل على 
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)(0أما الحل الثالث المستقل خطيا فنحصل عليه من حل المنظومة الخطية  3  VIA ،  أي 
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 ستخدام العمليات الاولية على صفوف المنظومة ستؤول الىاب
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   ط بالقيمة الذاتية المكررةومنها نحصل على المتجه الذاتي المرتب





























2/7

2/9

3V. 

 نحصل على 2ختيار قيمة مناسبة اب





















2

7

9

3V ثالثو منه على الحل ال: 
xeY 8

3

2

7

9



















 

 :و بذلك نحصل على الحل العام
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 :المعاملات الثابتةذات الرتبة الأولى من غيرالمتجانسة  الخطية حلول المنظومات 1.4

     (Solutions of 1st order linear nonhomogeneous systems with constant coeff.) 

و  حددةكيف نحل المعادلات غير المتجانسة بطريقة المعاملات غير الم خامسلقد تعلمنا في الفصل ال

معادلات ال اتنظوممستخدامهما لحل االطريقتين يمكن  أن  ذا البند سنرى في ه. تغيير المعلمات طريقة

 ، أي بالصيغة بمعاملات ثابتة متجانسةالوغير خطيةالالتفاضلية 

(1.94                       )          )(xGAYY   

   حيث             
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)()()(يأخذ الصيغة  (1.94)نظومة ن الحل العام للمإ xYxYxY pc   حيث)(xYc  الحل العام

AYY أي ،للمنظومة المتجانسة المقترنة بالمنظومة ،  و)(xYp  (1.94)حل خاص للمنظومة . 

 

 للمنظومة غير التجانسةجد متجه الحل العام  (:9)المثال 
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AYYالعام للمنظومة المتجانسة  أي الحل ،المكمل الحلنجد أولا  :الحل   حيث
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فصيغة الحل الخاص هي وبما أنه لايوجد تطابق . لنرى إن كان هناك أي تطابق مع مركبات الحل المكمل
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 : وبمقارنة المعاملات نحصل على المنظومات الخطية الآتية
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 يكون متجه الحل العام للمنظومة غير التجانسةو بذلك 
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 ( utcomes)oLearningالمخرجات التعليمية للفصل   9.5

 

  :بعد الانتهاء من دراسة الفصل يكون الطالب قد أتقن المخرجات التعليمية الآتية

 

 .منظومات مسائل القيم الأبتدائيةالتعرف على  .9

 .المتجانسة من الرتبة الأولى ذات المعاملات الثابتة المعادلات التفاضلية الخطيةمنظومات حل  .9

 .المجموعة الأساسية للحلولالتعرف على  .9

 .والمتجهات الذاتية وتصنيفها الذاتية التعرف على القيم .4

 .المعاملات الثابتةذات الرتبة الأولى  منالمتجانسة  إيجاد حلول المنظومات الخطية .5

 .المعاملات الثابتةذات الرتبة الأولى  منإيجاد حلول المنظومات الخطية غيرالمتجانسة  .9

 . كتابة مسائل القيم الابتدائية من الرتب العليا على شكل منظومات قيم ابتدائية من الرتبة الأولى .7

 .تبة الأولىعلى شكل منظومات قيم ابتدائية من الر اكتابة منظومات القيم الابتدائية من الرتب العلي .8

 .إيجاد حل منظومة القيم الابتدائية مع رسمها .1

لمق  درة عل  ى اس  تخدام الق  رص الممغ  نط المراف  ق للكت  اب لمراجع  ة محتوي  ات الكت  اب والتع  رف عل  ى ا  .91

 .أمثلة واقعية
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 الفصل التاسع تمارين

 

من الرتبة  ابتدائية على شكل منظومات قيم 4 -9 من  ليامن الرتب الع بتدائيةالامسائل القيم من  كلا  أكتب 

  :كانت خطية أم لا ثم بين فيما لو ،الأولى

9. 0(0)  1,(0)     ,032  yyyyxyx 

9. 1)0(,2)0(,1)0(,sin22  yyyxyyyxy 

9. 0(0)  1,(0)     ,32 22  yyeyyxyx x
 

4. 0)(  1,)(     ,sin64   xxtxx 

   

على شكل منظومة قيم   9 – 5 من في المسائل من الرتب العالية بتدائيةالامن منظومات القيم  أكتب كلا  

 :من الرتبة الأولى بتدائيةا

5.  
3)0(,1)0(,25

2)0(,22

2 



yytyyxy

xtyxx
   

   

9.  
3)0(,1)0(,

1)0(,2)0(,2sin2





yyyxyxy

xxtyxyxx
 

 

 أن  أثبت  .7 11sin2cos)(,14sin3cos)( 21  xxxyxxxy مجموعة  تمثل

 بتدائيةالامنظومة القيم  حلدوال 
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دوال الحل  -أ  )(),( 21 xyxy على المستوي - xy. 

منحني الحل معلميا بشكل  -ب ))(),(( 21 xyxy 21 - على المستويyy  تجاه الحركة على امع بيان

 .  ىالمنحن

 .الحلتجاهي لمنظومة المعادلات التفاضلية و مقارنة الأتجاهات مع إتجاهات منحني الحقل الا -ج
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AYYفيما لو كانت متجهات حل المنظومة  نيانسكوبين باستخدام محدد ر  مجموعة أساسية  شكلت

),( على الفترة  99 - 8 من المسائل في : 

8.    
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  على الفترة ),( . 

مصفوفة قيمها الذاتية  A إذا كانت .94  مرتبط  1Vو كان هناك متجه ذاتي واحد  21

AYYالمجموعة الأساسية لحل منظومة المعادلات التفاضلية  أن  بالقيمة الذاتية المكررة فأثبت   

هي  xx eVxVYeVY  )(, 21211    121حيث )( VVIA  . 
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، لكل من تجاهي للمنظومة وعلق على سلوك المنحنياترسم الحقل الااالعام ثم  الحقيقي جد الحل

 :99 - 95 من في المسائل المنظومات الخطية المتجانسة
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  :91 - 99 من في المسائلظومات الخطية ، لكل من المندوال الحلرسم االعام ثم  الحقيقي جد الحل
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 :دوال الحلرسم اثم  ، 94 - 99 من في المسائل بتدائيةالاقيم منظومات ال كل من جد حل
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 95 من في المسائل ، لكل من المنظومات الخطية غيرالمتجانسةدوال الحلرسم احقيقي العام ثم جد الحل ال
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 :رسم دوال الحلا ثم ، 49 - 91 من في المسائل بتدائيةالاالقيم  ةمنظوم جد حل
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